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das Linienintegral 


Uber ein Extremalprinzip der elektromagnetisehen Felder. 
: Von 0. Franke, Wien. 


Mit 2 Textabbildungen. 


In der vorliegenden Arbeit wird ein Extremalprinzip, das Prinzip 
der kleinsten Scheinspannung, entwickelt, das den Verlauf der — 
elektrischen und der magnetischen Kraftlinien in den entsprechenden — 
Feldern ebenso bestimmt, wie das bekannte Fermatsche Prinzip den 
Verlauf der Lichtstrahlen oder das Prinzip von Maupertuis den Verlauf. 
der Bahnkurven von Massenpunkten unter dem Hinflup konservativer— 
Krdafte bei gegebener konstanter Gesamtenergie. Das abgeleitete Extremal- 
prinzip wird zur Gewinnung des Brechungsgesetzes der elektrischen und = 
der magnetischen Kraftlinien herangezogen. 


1. Das Prinzip der kleinsten Scheinspannung im elektrischen Feld. i. 
= mo uy 
Fir jedes elektrostatische Feld, auch wenn es von einem elektrisch pay ~ 
~homogenen Medium erfiillt ist, also auch wenn die Dielektrizitatskonstante eine 2 
Funktion des Ortes ist, gilt bekanntlich der Satz, daB das ae 
Linienintegral der elektrischen Feldstirke € langs einer = “ Se 
_ beliebigen geschlossenen Kurve s verschwindet A 5 = 
iz Wide 08 Ao ee 
erste Hauptgleichung des elektrostatischen Feldes, d$ Linien- : . pS eh 
z. 


element der Kurve s. 


Dieser Satz ist gleichbedeutend mit der Aussage, daB Abb. 1. Linienintegral 
of zwischen zwei Punkten 

=|" €ds 

3 


(2) langs verschiedener Wege. 
von dem Weg, auf dem man die Ladungseinheit gq = 1 vom Punkt B in den Punkt A 


~ 


des Feldes bringt, unabhangig ist; man kann ja aus zwei solchen' Wegen eine geschlos- 


sene Kurve zusammensetzen, langs der das Linienintegral ace Feldstarke nach Gl. (1) 
verschwinden muB Be Z}: vt 
$ Ea = | ["eas| es ( "eas 2: 
B Sy A — 8, , i 
B cA d ; * 
a | Cds) ice (J S SJ . iio 
| \e as] = , | cas] : ; (33 aa 
B So Be Sy i % 


Wir nennen dieses Linienintegral die Spannung zwischen den Punkten B und A. ie 
Da der Integrand das Skalarprodukt der beiden Vektoren © und dg ist, konnen wir 


Or Gl. (2) auch die folgende Form geben: 


ee ae Gd3 = a pee) | (4 


Ingenieur-Archiv Rie. 


Im Gegensatz zu dieser Spannung srollen wir unter “Scheinspannung! us eh 
zwischen den Punkten B und A den folgenden Ausdruck verstehen: 


bo ay \G| ds; | (8) 
physikalische Bedeutung hat diese Scheinspannung nur dann, wenn die Kurve AB, — 
langs der wir das Linienintegral (5) erstrecken, eine zufallig durch die beiden Punkte A 
und B hindurchgehende Kraftlinie ist; dann fallt die Shope Ug mit der 
Spaanung w zusammen ; in aes anderen Fallen ist 


By tae ak es (6) 


da : ds 


ds cos (Eds) S de. dss “cos (€ da)’ | : (7) 


wenn wir voraussetzen, daB die Kurve s4, nicht mit einer Kraftlinie des Feldes zu- — 
 sammenfallt, so daB der Fall des Gleichheitszeichens in Gl. (7) nur fiir jene wenigen — 
- Elemente der Kurve zutrifft, fiir die d3 parallel zu © ist, wahrend fiir alle anderen 


Linienelemente der Kurve das Ungleichheitszeichen gilt. Damit aber haben wir das 
angekiindigte Extremalprinzip bereits gefunden, das wir in dem folgenden Satz aus- 
sprechen kénnen: Die Scheinspannung wg hat den kleinsten iiberhaupt médglichen 


Wert, namlich den der Spannung w, wenn sie langs einer Kraftlinie gebildet wird. 


Setzen wir von vornherein voraus, daB A und B Punkte derselben Kraftlinie sind, 


so kénnen wir unserem Extremalprinzip auch die folgende Fassung geben: 


Die langs einer Kraftlinie gebildete Scheinspannung zwischen zwei Punkten dieser 
Kraftlinie ist kleiner als die langs irgendeiner anderen thd eet eae see beiden 
Punkte gebildete Scheinspannung. — 5 

Die Scheinspannung ist also lings der Kraftlinie ein Minimum im. Verhaltnis 
zu den Scheinspannungen, die sich langs aller anderen CED der beiden 


_ Punkte ergeben'; wir konnen Gl. (6) daher auch schreiben: 


ne (S| de 220, oe ee > (8) 


denn die Scheinspannung hat dann ein Minimum, wenn ihre Variation verschwindet. 


2. Das Prinzip der kleinsten Scheinspannung im magnetischen Feld. 
Im elektromagnetischen Feld gilt das sog. Paroprlata eee 


> § dg = *7 i, . (9) 


worin {) die magnetische Feldstarke, d. i. die vom Feld im betreffenden Punkt auf 
den Einheitspol ausgetibte Kraft bedeutet; es gilt fiir alle geschlossenen Kurven s, 
die den Strom 7 umschlingen; das Linienintegral verschwindet, wenn die Kurve s - 
keinen Strom umschlingt — dieser Fall trifft im magnetostatischen Feld zu — oder 


wenn die Summe der von der geschlossenen Kurve s umschlungenen Stréme Null 


ist. Im folgenden wollen wir unsere Betrachtungen auf Kurven beschranken,. die 
die Stréme nicht umschlingen und daher von der nachstehenden Beziehung ausgehen: 


$ ds = 0; (10) 


daraus folgern' wir wieder, da8 das Linienintegral 


A A , 
w= | §ds =| |G| ds cos (§ da) ne (11) 


1 Man vergleiche mit ash in der Elektrotechnik seit langem eingebirgerten Bezeichnungen 
Scheinleistung, Scheinwiderstand. 


gnetischen Felder. 


. Weg, auf dem wir don Fania von B fae A Sringen: unabhangig ist. Wir . : 
~ wollen hier w als die magnetische Spannung zwischen den Punkten B und A be- Bee 
zeichnen und’ davon die magnetische Scheinspannung | (a 
3 as ,f" Blas SO 
j unterscheiden; wie oben stellen wir fest, da auch hier . :: 
% eg . 13 ve 
B. °- -oder i ae a ie — ae 
3 | | - 8 | [lds = 0. : (14) 
‘ Der Satz, daB die langs einer Kraftlinie gebildete (magnetische) Scheinspannung _. pan 
zwischen zwei Penkton der Kraftlinie kleine? ist als die lings einer anderen Ver- 


. bindungslinie der beiden Punkte gebildete 
Scheinspannung, gilt also auch fiir das ma- | 
gnetische Feld. 


3. Das Brechungsgesetz der Kraftlinien. 


Wir wollen nun das eben entwickelte Extre- 
malprinzip anwenden, um das Brechungsgesetz 
der Kraftlinien abzuleiten. Es seien also, Abb. 2, 
_Aund B Punkte der Kraftlinie, der erste im 
_ Medium ¢, bzw. u,, der zweite im Medium «, 
bzw. uu. gelegen, die Ebene E sei Trennungs- 
ebene der beiden Medien; innerhalb der beiden 
Medien sollen die Dielektrizitatskonstanten e¢, 
} bzw. die Permeabilitéten « konstant voraus- Abb«2 Brechane der Wrattlinion: 
-_-_- gesetzt werden. Die Felder wollen wir beider- 
q seits der Trennungsebene als homogen ansehen. Wir Dita die Scheinspannung 
zwischen den Punkten A und B: 


us = \€.| So -+ |S, | Sy 7 (15) ee ~ 
3 “us. = |Dol 82 + [Dal si-. ie 
| Wir brauchen noch eine Beziehung zwischen den beiden Vektoren ©, und ©, bzw. 
3 -§, und §,; diese liefert uns die zweite Hauptgleichung der Felder: 


bzw. 


. \2d=\eEG =o; Bai = {ue Sd =0. (18). 
- ; D... dielektrische Verschiebung B... magnetische Induktion 

Die rechte dieser beiden Gleichungen gilt allgemein, die linke unter der Voraus- . 
-__ setzung, da die geschlossene Flache O, iiber die das Flachenintegral erstreckt wird, 


keine wahren elektrischen Ladungen einschlieBt; wir wollen also voraussetzen, da} 
solehe in dem von uns betrachteten Teil des Feldes nicht vorhanden seien. Aus 


E diesen Gleichungen folgt, wie sich leicht zeigen 1a8t, da der Verschiebungs- bzw. 5 
; InduktionsfluB, einer Verschiebungs- (Induktions-) Réhre oa 
Boos diy=Ddf =e df ; dd = Sdj = wH dj (17) ee 


fiir alle Réhrenquerschnitte derselbe ist. Legen wir nun, wie in Abb. 2 angedeutet, 
um unsere gebrochene Kraftlinie AMB eine Verschiebungs- (Induktions-) Rohre, 


so gilt: 
€; |G,| df cos «1 = 2 |E,| df cos a; by |D,| df cos %, = fz |Dq| df cos ap, ee 
€ |G, COS 01 = £2 |G,| COB. Ms Se ese Bs \D;| COS "Po \Do| 608.05 Ks Ses e 


Coe : “a iat 


92 ~=~—S—s—=*«*«OO?«s Franke: 


es ist also pes 
vie 


er nieeS ae ee oe (18 Sas 
Se (Gl = £1 COS &4’ e,| = Ey COS Oy ” isl = fly COS 0,” “16d = [ly COS, me A ) 
: —---:Damit erhalten wir aus Gl. (15) ‘ see | 
i a. 4 . " 4 } ; 85 8) b { oo K f 89 ? . Sy ‘ \ . 19 a ye 
y ; = Z . U (ao i . 
ce us oe ae} tee Vn qos oy) py C08 oy J Bo ai 
ce Aus Abb. 2 lesen wir ab: = . fares 
oh en As ay Bee peat ye. 
Se <i» ee a. COS. &) =", cos x, = —, 
4 Bie ee are 85 81 
: #3 : 85 Sf Beier 0 = eP Sias i = 
pie Sx COR Ng ea ly ee sag ; ak 
: $1 gsi 8 ee, E ee eee : 
£1 COS &y 6.0, 8 Ay ee 
ea é och ae ae le eta? ae. 
= v= K {Waa tae Vt tall Soe 
peomre © i bzw. &2 Des A &y Ur (20) : 
ae a2 { 1 (b me, x)? + Ay? 1 ed + a,” \ 
es ex * Us rare! K r a 3 
5S ip) a, . by ay 


Nach unserem Extremalprinzip muB8 nun wy langs des tatsachlichen Verlaufes 
der Kraftlinie ein Minimum sein; dementsprechend mu der Punkt M auf der Tren- 


=: nungsebene liegen, dessen Lage durch die Abszisse x bestimmt ist; es muB also sein: 
os =0={—-= P= igs 2 = : 
bzw. da E> As & ay . AS ens 
Bes : ges eer ee a PS ED \ 
\ Ug, “Ge My ay ; ; 
Pr . tee yy “ey 4 
Bee tg a Eg tg ya’ . 


womit wir das an der Grenzfliche zweier Medien geltende Brechungsgesetz der 
elektrischen und magnetischen Kraftlinien abgeleitet haben. Wie wir an diesem 
Beispiel gesehen haben, ersetzt unser Extremalprinzip nur die erste Hauptgleichung 
der Felder, aus der es ja unmittelbar hervorgegangen ist, nicht aber die zweite Haupt- 
gleichung, mit der es nichts zu tun hat. r 


1 " 
oe 


are Fes { 4, Vergleich mit den Extremalprinzipien von Fermat und yon Maup ertuis. 


Das in dieser Arbeit entwickelte Prinzip der kleinsten Scheinspannung entspricht —_ 
vollkommen den fiir die Optik und fiir die Mechanik geltenden Extremalprinzipien 
von Fermat und von Maupertuis; wir haben in unserer Formulierung nur Kraft- 
linie mit Lichtstrahl oder Bahnkurve, Betrag der Feldstarke mit 1/v oder Betrag des 
Impulses und Scheinspannung mit Lichtzeit oder Wirkungsintegral zu vertauschen, 
um die beiden anderen Extremalprinzipien zu erhalten. 
a) Prinzip der kleinsten Scheinspannung: Die lings einer Kraftlinie 


2 gebildete Scheinspannung zwischen zwei Punkten der Kraftlinie ist kleiner als die | 

| langs irgendeiner anderen Verbindungslinie dieser beiden Punkte gebildete Schein- 

ss spannung. A < al 
ae 6 | Gas =o. 

Beh. b) Prinzip der kleinsten Lichtzeit (Fermatsches Prinzip): Die Zeit, ee 

a die das Licht braucht, um langs eines Lichtstrahles von eimem zu einem anderen __ 


es Punkt des Strahles zu gelangen, ist kleiner als die Zeit, die es bei gleicher Geschwindig- 
. keit langs irgendeiner anderen Verbindungslinie dieser beiden Punkte brauchen wiirde. 


re $; y B . 
ea | | a ae 
, A ; i 


Vp 


v, Phasengeschwindigkeit des Lichtes an der betrachteten Stelle. 


peel ee ea 


wees 


ee a, ee ee ee ee ere, we ee 4s 
ve = sit te v 
t \ ae 5 


nsten Wirkung (Prinzip von Maupertuis): Das in 


6 | Gds =0: 


G = mv...Impuls des Massenpunktes (Betrag) an der betrachteten Stelle. 

In einer demnachst zu verdéffentlichenden Arbeit wird dieser Zusammenhang 
eingehender untersucht und gezeigt werden, da8 man zu den beiden zuletzt angefiihrten 
Extremalprinzipien auf genau demselben Wege kommen kann, wie zum Prinzip der 
kleinsten Scheinspannung. 

(Hingegangen am 6. Juni 1946.) 


Zur Berechnung der Verdampfungswiarmen aus der 
Zustandsg]Jeichung. | 
Von C. Kimmerer, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. 


Wie bekannt, lassen sich die kalorischen GréBen U, i und S (innere Energie, 
Enthalpie und Entropie) aus der Zustandsgleichung berechnen, wenn der Verlauf 
der spezifischen Warme c, (oder c,,) tiber der Temperatur beim Druck Null bekannt 
ist. So ist z. B.: 


U =[aoat +4{ (2 (2),—p] av +o, Pe (1) 


wobei C eine willkiirlich festzulegende Konstante bedeutet. Gl. (1) geht aus der 
partiellen Differentialgleichung! 


(22), = 4 [r (%),—2] Fae Oey 


hervor, die aus dem ersten und zweiten Hauptsatz folgt und allgemeingiiltig ist. 
Fiir Zustandsgleichungen vom van der Waalsschen Typus, bei denen der au ere 
Druck p [kg/m?] als explizite Funktion von v und TZ’ erscheint, ist Gl. (2) von be- 
sonderer Wichtigkeit, da sie die Berechnung von AU [kcal/kg] aus der Zustands- 
gleichung bei 7 = konst. in verhaltnismaBig einfacher Weise ermoglicht. ; 

1. Geht man z. B. von der Formel? 


Eee b a 


re ze Tv Tv(wt+e) | (Sy 


aus, so wird fiir konstante ee nach Gl. (1) und (3): 


AU = A\[P(5— 2S + mera ae mers) dv 


oder | ee rrer ot we ae ws wx) dv. (4) 


RS v +6) 
Nach Darchfabrang der Integration ergibt sich fiir die Anderung der inneren Energie 
bei isothermischer Expansion der folgende Ausdruck: 
f Ase ey soe b | % 
ae 2 Bae He [ean (5) + ale (5) 
1 Eine Ableitung dieser Formel findet sich bei E. Schmidt: Technische Themodynamik: 


Berlin: Springer-Verlag. 1936. 
2 Uber eine woos aie mit Beriicksichtigung des kritischen Koeffizienten. Osterr. 


Ingenieur-Arch. Bd. I, H. 4/5 (1946). 


| m Potentialfeld Tings: der Bahn eines Massenpunktes von gegebener Gesamt- 
energie gebildete Wirkungsintegral zwischen zwei Punkten der Bahnkurve ist kleiner 
als das langs irgendeiner anderen Verbindungslinie dieser beiden Punkte gebildete 
pee eenatears) 


ae isothermischen Vora! ist die gegen en 4uBere: 
oe Gl. (3): 


|pdo = (("2 a a WS ome ‘) 
wid die hierbei zugefiihrte Warme AQ =AU + J A p dv nach Gl. (A) | 
2 @ ae = 
19 = 4{[t(%)—r+o])m=a7 l (2p) 
Fur den speziellen Fall der Zustandsgleichung (3 ; erhalt man somit fiir AQ: 
Ss rR b : 
4Q= AT | 5 Pet ree 5 a. as 
Mil ate! AES sete) Copan 
etic “ate =A v —e taeerel ® y 
oder mit Gl. (4): 7 | 
| AQ = ART In(% 1) 4+ AU), ss Orr ed Coen 


aie, Mit Gl. (5) laBt aioh nun die innere Vegiamptungivarmns o [keal/kg], mit Gl. (6) 


die 4uBere Verdampfungswarme yp und mit Gl. (8) auch die gesamte Verdampfungs- 
_ warme r = 0 + y berechnen, vorausgesetzt, daB die verwendete Zustandsgleichung 


_ das wirkliche Verhalten richtig wiedergibt. Der gewahlten Temperatura bhangigkeit 


des zweiten und letzten Gliedes rechts kommt hierbei besondere Bedeutung zu: 


Nach Aufzeichnung der homogenen Isotherme im p v- Diagramm (z. B. Abb. 1)_ 


- 148t sich in bekannter Weise der Sattdampfdruck pg und damit das Pliissigkeits- 
und Dampfvolumen v’ bzw. v’ ’ bestimmen. 


Nach Gl. (5) wird zunachst die innere Verdampfungswarme 
epee. yy ae c) MB SS oo 
Ce T, (2 AES a |+o(% —+)} Saree (9) 


und nach Gl. (8) die gesamte a t= 0 4.9: 


r= ARTIn(2) + 02, o aa 


wenn man von der Zustandsgleichung (3) mit der primitiven Temperaturabhangig- 


keit 1/7’ des zweiten und letzten Gliedes ausgeht. Die auBere Verdampfungswarme v 


ergibe sich dann als Differenz 7 — O = @: 
Schreibt man GI. (10) in der Form: 
p+ of2 = 


und setzt y =€0, so wird: 


(1 + 2)’ 


was mit der von Dieterici (VDIZ. 1941, S. 297) angegebenen Naherungsformel 


tibereinstimmt, wenn man den Faktor 2/(1 + 2) = 1:73 oder ¢ = 0°135 setzt.. 


Rechnungsbeispiel I (0° C-Isotherme der Kohlensaiure). Ausgangswerte: 


T, = 273°10° K, R= 1927, 0) 2 A Seon: 
x = 0276, k = 3638, T',/T;, = 0,898, 
0, = 2°156+ 10 [m3/kg], Pp, = 75+ 104 [kg/m?}], TT, =.3041° K. 
vo” = 10°383- 10-9 [m3/kg], v4” = es = 4:82, _ 
k : i 


v’ = 1081+ 10-3 [m3/ke], Ve) = — = 0°5025¢- 


(Abrus ? eee 


ee ee en 


SP eae ee ee ee 


nstanten der Zustandagleichung (3) -betragen fiir CO: 
2, id Pe (1 — 2 a) 


= (1 paOSEC x) ge = 6°88 ve Pr i hips 


x ' 
und- b = 02 Dx ‘haa alien. 1605.0, pp Tx 


Cc =); (= =-3) = 0, (b— 3) ='0°63 v;. 


Damit wird die innere Verdampfungswarme nach Gl. (9): 


@ 24 pare (Zt) (S82 tn 1993 + 1-605 (2 — | 


= 8°43 [7°56 — 2°86] = 39°6 kcal/kg 
und die gesamte Verdampfungswiirme r nach Gl. (10): 


LST 273 216 1 ee 383 
427 1081 


) + 9/2 = 27-9 + 19°8 = 47-7 kcal/kg 


und y =r—oe = 477 — 396 = 8'1 kcal/kg. 


Wahrend die aufere Verdampfungswarme mit y = 81 nahezu richtig heraus- 


kommt, ist die berechnete Verdampfungswairme 7 um 8°43, also erheblich kleiner 


als .der Dampftafelwert (56°13 kcal/kg, nach Hiitte, 26. Aufl., I. Bd., 8. 547). 

Diese Unstimmigkeit zeigt, daB die beniitzte Zustandsgleichung ‘Gatwoder ihrem 
Aufbau nach oder beziiglich der Temperaturfunktionen des zweiten und letzten Gliedes 
(oder wegen Nichtberiicksichtigung der Assoziierung) nur naherungsweise zutrifft. 
Pe ena poeniel Il (Wasserdampf, 309°5° C-Isotherme). Ausgangswerte: 


Ft BSS 6h eK. R= 471, 
x = 0°225, k =1/xe = 4-46, 
Uy, = 307-103 [m3/ke], py, = 225- 104 [ke/m?}, T= 647° K. 
v”’ = 18°15- 10-3 [m*/kg] v," = 5°92 
vy = 1:46 [m3/kg] Vz. = 0-476 
Die Konstanten der Zustandsgleichung (3) betragen fiir Wasserdampf: 
a= 10102 p, T;, b = 0°693 v,2 p, T;, und c = 17445 v,. 


Damit wird die innere Verdampfungswarme nach Gl. (9): 


o = 35°9 (8°2 — 1°34) = 246 kcal/kg 
und die gesamte Verdampfungswarme nach Gl. (10): 


47:1 - 582°66 5:92 me 5 ney é 
| (or = rE In Save ch o/2 = 161°5 + 123 = 284°5 kcal/kg, 
ferner: yp = 284-5 — 246 = 38°5 kcal/kg. 


Die berechnete auBere Verdampfungswarme py = 38°5 kcal/kg stimmt mit dem 


zugehorigen Dampftafelwert von 38°98 kcal/kg (Hiitte, 26. Aufl., I. Bd., 8. 533) 
nahezu tiberein. Hingegen kommt die innere Verdampfungswarme nach Gl. (9) auch ~ 


fiir H,O zu klein heraus. Da die Dampftafel fiir @ den Wert 271°8 angibt, so betragt 
der Fehler 271°8 — 246 = 25°8 kcal/kg, d. h. rund 10%. Die morctehende Berechnungs- 
art ist allerdings nicht ganz entsprechend, da die Volumina v’ und v’’ nicht, wie er- 
forderlich, aus der Zustandsgleichung (3) bestimmt, poaecre der qietacahet halber 
aus der Dampftafel entnommen wurden. 

Trotz der einfachen Temperatura bhangigkeit der beiden letzten Glieder lassen 
sich aber (wie die Beispiele zeigen) aus der Zustandsgleichung (3) die Verdampfungs- 
warmen 7, @ und y wenigstens naéherungsweise ermitteln, wenn die kritischen Daten 
und die Gaskonstante R gegeben sind. 


2. Vergleich. mit ets van nee Wa 
Aus der Waalsschen Zustandsgleichung 


ae ‘ RT x - : ; ‘= ic ; = he: "| 
: ears ee, ree | 
. > ergibt sich fiir isothermische Zustandsinderung nach GL. (Eyisarep eae 
eee R REM t Ge Ba de cee ea 13) 
= . ee 4] de ae | ee ae , = : ( 
fo und nach Gl.(7); t Cr eee . 
eS. . AQ=4T |S R de ee Ne eee aad) 


(vu — 6) iar ca ee 
| Die Konstanten a, 6 und R von Gl. (12) ee 2 
A= 3 Py Ue, b = v,/3, = (8/3): Pr O/T 
Der kritische Koeffizient pie = ist sonach vorbestimmt und ergibt sich zu 8/3 
ae : oder 2°67 (ein Wert, der in 'Wirklichkeit gar nicht vorkommt). 


Damit wird: 


C 0 = 3A pn (S— 4%) = (18) 
me ond | 1.) (0 —eel8) ae 
a Se - —— 1 7 
me : r (CS Aey vx (qt) In (vo —»,J3) Sn ( ®) BE: 
oaer ” a es 
r= ART, In 0 ag natn 


-  Fiir die 0° C- Tsotherme der Kohlensaure (Rechenbeispiel I) erhalt man nach Einsetzung 
der frither fiir v’, v’’ usw. angegebenen Werte nach Gl. (15) und pied 


0 = oe -2°156-10+ 1:7823 = 20:20 kcal/kg, 
r = 9°08: 3:26 = 296 kcal/kg und y = 9:4 kcal/kg. 


\ 


Wie zu erwarten war, ist die Abweichung der berechneten von den gemessenen Ver- | 


dampfungswarmen bei Gl. (12) erheblich gréBer als bei Gl. (3). 


3. Berechnung nach der Formel von Berthelot. 


a ia Eine Verbesserung der Waalsschen Formel (12) erzielte bekanntlich Berthelot 
ae (1903), indem er die Temperaturabhangigkeit des pera ee beriicksichtigte 
tages und zu folgender Formel gelangte: 
ees aha ase ae 1 
a P hy eae ? aay 
: Nach Gl. (1) und (17) betragt die Anderung der inneren Energie bei 7 = konst 
i R a RT 
a ga A\r (5 nog ae Poh Cbg eee ee 
ye aed 2Aa(1 1 : te 
a . = =A | Tet dv = T. (-. =e a (18), 
aa Ferner ist die isothermisch zugefiihrte Warme nach Gl. (7): . 7 
me Ne, 2 R a (v = 5) AU ; ad ti 
a AQ = AS (ly + qege) dv = ART, =D) ae (19) 
ae Mit a = 3p, 0,2 T,, 6 = ,/3 und R = (8/3) p;, v,/T, wird nach Gl. (18): — . 2 
e = 6 Apo (at) (Te — Sh) ee (20) 


aids 


th eo cere cre ed 


ee ee ae 


ee ee ee ee nee ea 


Mu ¥ a . 
ee ee der ey de 


te heey 


— is 


: ee iz c et ; 4 yr ae LAR? In LCs = lA): 


See NYS LE RTS Le ne ae Rea ee eae 
date: 


und 


me * nach Gl. (19): 


(0 — 04/3) 


! 
\ 


Grenzkurven nach Oampttatel 
empttatelwerte : 
Ps, = 0,074 (35,54.ara) 


—— 
_——~ 
~ 


ey 
>_> 
~~ 
— 


‘j a (—-—————) berechnet nach 6l.3a 
Sey os er ee ey ees 
7 ae) ” 29a 


Abb. 1. 0° C-Isotherme der Kohlensiure (7, = 0,9). 


Fir die 0° C-Isotherme der Kohlenséure (Rechnungsbeispiel I) erhalt man mit 


den friither angefiihrten (aus der Dampftafel stammenden) Werten fiir v’ und v’’ nach _ 


der Berthelotschen Zustandsgleichung (17) bzw. nach Gl. (20) und (21): 

3041. “3 Toa oe 
373-16 -1°782 = 45°1 keal/kg, = 
r = 9°08- 3°26 + 9/2 = 29°6 + 22°55 — 52: 15 keal/kg 
y =r—o = 705 kcal/kg; 
d. h. eine bessere Ubereinstimmung mit den ‘Dampftafelwerten als” mck GL. (3). Der 
Fehler wiirde nur 56°13 — 52°15 = 4 kcal/kg betragen. Das Resultat ist aber zu _be- 
zweifeln, da Gl. (17) eigentlich nur fiir Stoffe mit k = 8/3 = 2°67 gilt, wahrend fir 
Kohlensaure k = 3°63 ist. 
-- Es ist daher zu untersuchen, ob es im Falle von Gl. (17) zulassig war, die Volumina 
v' und v” zur Vereinfachung der Rechnung aus der Dampftafel zu entnehmen, anstatt 


sie’ aus dem Isothermenverlauf im p v-Diagramm zu bestimmen. 
Die Berechnung dieses Verlaufs wird vereinfacht, wenn man statt der GréBen 


9 = 22°70 


pe v, T die dimensionslosen oder reduzierten Werte p, =p [Pe i Ur = v/v, und T= ol [Py 


verwendet. Gl. (17) lautet dann: 


bas Soe 3 & 
Pa = (3 vg — 1) Ve Dy a! Oe 


sre ang eee 
e Wie ersichtlich, liefert die Rechnung nach Gl. (20) und (21) bedeutend bessere Werte 


von r und 9 als nach Gl. (15) und (16). Der Einflu8 der Temperaturabhangigkeit 
des letzten Gliedes wird deutlich erkennbar. 


" (aa 
ee, 


i Fir die 0° C- Tictherste der Kleneanie ist die io anEENG Temperatur T f 


273°16 
30471 — 
die in Tab. 1 verzeichneten reduzierten Driicke p,, bzw. der Teothiermenc aaa (6) 


in Abb. 1. 


Tabelle 1. 
v, = | 05. se 06 [065] 07] o8 [oo] 4 Elbe BACON ease 
Py nach Gl. 3a|0-08-| — a o-o7 | — | 0-1 | 0-18 |0-265/0°345| — |0°623|0°585/0°515|0°454 


Din sox. ho) Lag) P08. | > O18 eo 0:25) Oi O12 0°27 | 0°58|0°608/0°529|0°447)0°382 


Py» 5 27a |0°466|0-025| 0-008 |0-044 


Zum Vergleich sind in Tab. 1 auch die aus Gl. (3) sich ergebenden Driicke angefithrt. 
Die dimensionslose Form dieser Pagina: lautet fiir CO, mit k = 3°63: 
Li eee : 6°88 = \a 
Die Oe Oy (Vy + 0623) * ee 
Aus Abb. 1 ist ersichtlich, daB Gl. a eee ein zu kleines Sattdampfvolumen wv,’ liefert 
(3:7 gegeniiber einem Dampftafelwert von 4°82). Bei Einsetzung dieses aus Gl. (17a) 
folgenden (aber nicht zutreffenden) Wertes von v,’’ hatte man daher auch ein kleineres 
o baw. r erhalten. 


Ahnliches gilt von Gl. (3a), die zwar ein annahernd richtiges Sattdampfvolumen Des 
aber ein zu kleines Flissigkeitsvolumen v,’ liefert. 


- Diese Ungenauigkeit der bekannten Zustandsgleichungen verhindert orliatie 


die genaue Berechnung der Verdampfungswirmen auf Grund der streng giltigen 
Beziehung (1). Die Formeln (9) bzw. (20) kénnen daher nur als Naherungsformeln 
zur ungefahren Ermittlung der Verdampfungswarme oder richtiger zur Kontrolle 


' der verwerideten Zustandsgleichung dienen. 


4, Als vierte Formel soll die im ele unter (23b) angeschriebene einfache 
Beziehung 
RT b 
P= ae ge aa 
auf ihre Brauchbarkeit zur Berechnung der Verdampfungswarmen geprift werden. 
Nach Gl. (1) und (22) ergibt sich wieder: 


au = A\ |r (= a3, qe a3 ae) Toe + a dv, 
su sia (2 le o 
AU F el, Joe erie (23) 


Mita =3p,027,,b6 = 7, v3 p, und R = 3 p;, v,/T, wird die Anderung der i inneren 
Energie bei isothermischer Expansion 


Pe ow Ty, Ux Vp 1 (2 ue 
thd AU = 2A pi, Yar [s(2 — <4) — 2 (— =| & (24) 
Sew Gg 1 1 Lore 1 
pee UF (4 ‘) Ds Vr s(s7—s7)— = ( (v7? mg) yh ley 
' So ergibt sich z. B. fiir die 0° C- Isotherm der Kohlensaure (Rechnungsbeiepia We 
mit den friiher angegebenen Werten von v,' = 0°5025, v,"’ = 4°82 usw. 


Dra st 3( Tee oe ies) — > (Gass — wee) |= ae ee 


= = 0°9. Fiir verschiedene Werte von v, ergeben sich damit aus Gi. (17a) 


0-08} 0:173| — |0-352) — |0-628|0-585| — |0-453 


iN 
1 et bd GN 2 


) Zwa besser als Facer dor Alea lscction Pariiel (12), soiceh cmnliest 
(aoh chter als. nach Gl. (3) oder (17). Allerdings ist Gl. (22) nur fiir Stoffe mit dem 


kritischen Koeffizienten k = 3 bestimmt,’so da8 sie anschlieBend auch an Helium 
(mit & = 3°03) gepriift werden soll. Fiir Helium (Rechnungsbeispiel IIT) betragt die 

Verdampfungswirme nach einer Arbeit von Pfaff? bei einer Siedetemperatur 
T, = 4:26° K und lata rund 5, nach-einer anderen Quelle* 6 kcal/kg. Ferner ist: 


vp = 145-10 [m3/kg] py = 2°3 kg/em? 
v = 80 [m3/kg] Sp, Sa LST T, = 626° K 
vo” = 167 [m?/kg] Uv, = 0552) Ty, = 0-684 


Mit diesen Angaben ware nach Gl. (25): 
3 6 = 23 (3+ 1-723 — 3°2624+ 1/2) = 8°24 kcal/kg 
y =A p (v"’ — v’) = 104 (0°167 — 0°008)/427 = 3°72 kcal/kg 


die Verdampfungswarme r = 11:96 keal/kg. Gl. (25) liefert somit auch fiir einen 
Stoff mit & = 3 nicht die richtige, sondern jetzt eine'zu groBe Verdampfungswirme 
(etwa das Doppelte der wirklichen). Vermutlich ist die Temperaturabhangigkeit der. 
beiden letzten Glieder eine andere und wesentlich komplizierter, als in Gl. (22) ange- 
nommen. . 

5. Als fiinfte Zustandsgleichung soll die in der Arbeit? unter (21) angefiihrte 
Beziehung RT b a : 

Sy panne +e) | ola a)? 

und zwar zunachst wieder mit der einfachen Temperaturabhangigkeit 1/7’ der beiden 
letzten Glieder auf ihre Brauchbarkeit zur Berechnung der Verdampfungswarmen 
- gepriift werden. Aus der so gebildeten weiteren Zustandsgleichung 


and mit 


(26) 


RT. b alts a 
: 4 : fae Foe gs aha, Test So) (27) 
ergibt sich nach Gl. (1): 
a . %: : y 2A a - b 
AG = AN (ate res 
und nach Ausfiihrung der Integration: 
2A fa. —v) BP iopiboe yrs Oye 
AU = =F e in) Fe lin{ ee) ey (28) 


Gl. (27) geht fiir Stoffe mit k = 3 (wegen c = v, (k —3) = 0) in Gl. (22) iiber, die 
also nur einen speziellen Fall der allgemeinen Gl. (27) darstellt. 
ies Kohlensaure ergeben sich die Konstanten der Zustandsgleichung (27) wie folgt: 


5'25.v,2 p, Tx, b= 02 9,-1',. sind --¢ =-0'623 ¢,. 
Die a. Form von Gl. (27) lautet fiir CO,: 
tC 1 5:25 
Pah a Tg 3, 450698).) Tv, (0, 1 0628) eRe. 
a T, =09 (Rechnungsbeispiel I) erhalt man daraus fiir verschiedene Volumina 


1, = v/v, die in Tab. 1 angefiihrten eo oareeren Driicke p, = p/p;, bzw. den Isothermen- 
verlauf (c) in Abb. 1. 

- Wie aus Abb. 1 ersichtlich, stimmt hier das Fliissigkeitsvolumen v,’ mit dem 
Dampftafelwert iiberein; der durch Planimetrieren ermittelte Dampfdruck ist hin- 


8 Pfaff: Berechnung thermischer pascns SStKer von Flissigkeiten und Dimpfen. Forsch. 


Ingenieurwes. (1940). 
4 Landolt- Bornstein: Physikalisch- chemische a II. Bd., 8. 1475. Berlin: Springer- 


Verlag. 1923. | 


a 


\ 


gegen etwas. nbBer und a Daniphvohunen Vel! kleiner uls 
wert. Fir v, > 0°8 ist der Kurvenverlauf mit dem aus Gl. ( 3) berechneten zusammen- 
PS Mit den angegebenen Konstanten erhalt man aus Gl. (28). fir CO,: 


zo" (v_’ + 0°623) oe 
AU =2Ap,% (+) te nat. 227 {5 +0029) (9-495 42571) +1 605 (2, : w)f- (29) | 
Mit Uy! = A82 und v7 = 0° 5025 wird die innere _Yerdampfungswarme 0 “fiir das os 


Rechnungsbeispiel hi a5on Gl. (29): 
o= - 8°43 {11 - 0°686 — 2°86} = 8 43-468 = 39° WSU 


Gl. (27) ergibt also fir @ dasselbe Resultat wie Gl. (3). 


6. Die Zustandsformel als Gleichgewichtsbedingung. 


Ein grundsatzlich anderes Verfahren zur Ermittlung der Verdampfungswarmen 
geht von der Annahme aus, daf die Zustandsformel eine Gleichgewichts bedingung 
darstellt, wonach in einer ruhenden Fliissigkeit der 4uBere Druck p und der ,,Kohasions- 
druck“‘ den abstoBenden molekularen Kraften, also dem thermischen (und moleku- 
laren) AbstoBungsdruck das Gleichgewicht halten miissen. Auf Grund solcher Vor- 
stellungen ist auch die Waalssche Zustandsgleichung (1873) entstanden. 

So lautet z. B. Gl. (27), als Gleichgewichtsbedingung angeschrieben: 

= a Wee 9 3 bi pas | 
DX. Toute) wv ae Pipes (27) 


Neplnerte man alle Glieder mit dv und integriert bei konstanter Temperatur, so wird: 


72 2 
dw ; dv b dv 
\pae44 \ en oo | ete 


Auf den Verdampfungsvorgang angewendet, stellt das erste Glied die auBere Ver- 
dampfungswarme dar. Das zweite Glied stellt den Arbeitsaufwand zur Uberwindung 
der Kohasion und das Glied 4 die gleichzeitig erfolgende Arbeitsleistung der mole- 


kularen AbstoBungskrafte dar. Die Zunahme AU, der potentiellen Energie U, der —- 
;Molekule: wahrend der Verdampfung betragt somit: 


. 
A a b 
AU, = 7 (eg +e). @lu+t ay) dv. . (31) 


Nimmt man weiter an, daB die ,,intramolekulare“ Energie U, (potentielle, 
Rotations- und Schwingungsenergie) trotz konstanter Temperatur bei der VerdaianGie 
nicht gleichbleibt, sondern z. B. wegen Dissoziierung der Molekiile usw. zunimmt, 
SUR i @=AU, +AU, . (32) 
Nach Gl. (31) ware AU, nur die Halfte des friiher aus Gl. (27) mit Hilfe von Gl. (1) 
fiir @ ermittelten Wertes. Dies bedeutet, daB bei der Verdampfung die in Gl. (31) 
nicht erfafite (oder nicht zum Ausdruck kommende) ,,intramolekulare‘‘ Energie U, 
(z. B. durch den Riickgang der Assoziierung) auch nach der Zustandsgleichung (27) 
betrachtlich gestiegen ist. 


‘Aus GI. (27), (31) und (32) ergibt sich nun fiir die Verdanip eens r=o+ y 
die einfache Beziehung: 


rant | @ LARS ART in (% =) aes (33) 


aus der sich AU, berechnen 1a8t, wenn r bekannt ist. Der Beziehung (33) kommt 
deshalb Allgerteinew Bedeutung zu, weil sie von den drei rechtsstehenden Gliedern 
der Zustandsgleichung nur das erste (das thermische AbstoBungsglied) enthalt, das _ 


(30) q 


¥ und 


ns 


~ bei allen richti: theoretischen Zustandsformeln gleich, naimlich RT lv 
s baw. R ds Iv — 6) lautet, wahrend die Form der weiteren Glieder auf die Beziehung (33) 
_ keinen Einflu&8 hat. Hierzu sei bemerkt, daB das ,,Kovolumen“ (b) bei van der Waals 


und Berthelot mit 1/3 bzw. 1/4 v, vermutlich zu groB gewahlt ist, aber kleinere Werte — 


von b/v, (0-1 bis 0°15) wohl in Frage kamen. 
Fiir Helium (Rechnungsbeispiel IIT) mit & = 3-03 ist bei 1 ata: R = 848/4 = 212, 
T, = 426° K, v/v’ = 11°51/0°552 = 20-9, In 20°9 = 3°04 und r nach Gi. (33): 
: 212+ 426-3: 
= et AU, = 6:48 + AU, 


Mit dem Erfahrungswert* von r = 6 keal/kg wiirde sich also fiir AU, ein kleiner 
negativer Wert (— 0°43) ergeben. ; 
_ Fur das Rechnungsbeispiel I (0° C-Isotherme der Kohlensaure) erhalt man aus 
GI. (33): FAVA ag 141° 10888 Bt ie 
=: Sot eee, ‘Insp = 283 + AU, [keal/kg] 
AU, = 56:13 — 28°3 = 27°83 kcal/kg. 
Fiir das Rechnungsbeispiel II (H,O-Isotherme fiir 309°5°C) ergibt sich: 
: d _ 47 1-582°6 1 5°92 
are eat ar, n0-476 
so daB AU, = 310°7 — 161°5 = 149-2 kcal/kg ware. 


“al 


SAS = 1005 a AUS 


7. Berechnung vor 7 und o aus der dimensionslosen Form der Zustandsgleichung. . 
Schreibt man Gl. (7) in der Form oe 
- > p 5 : i 
2 é . —_ : 
r ae ks ( Vr } v eae 
a a) \ ( th } a ( T. d ( Vy ); e) 


Ie =) : 


so stehen rechts vom Gleichheitszeichen nur reduzierte oder dimensionslose GréBen. — 


Der Ausdruck ee muB daher ebenfalls eine dimensionslose oder reine Zahl 
Pee : 


sein. und soll im folgenden ‘als ,,dimensionslose Verdampfungswarme“ (r,) bezeichnet 
werden. Die Dimensionslosigkeit dieser GroBe geht auch aus nachstehender Dimen- 
sionsformel hervor: : 


Pee ee ee ee 
Nach Gl. (7) wird fir 7, = konst.: : 
r= TeV (oer), ie G5) 


wonach r, aus der dimensionslosen oder reduzierten Form einer beliebigen Zustands- 
gleichung in einfacher Weise berechnet werden kann. 

Aus Gl. (35) folgt zunachst, daB die dimensionslose Verdampfungswarme r, fiir 
eine bestimmte reduzierte Temperatur 7, fir alle Stoffe gleich sein miiBte, 
wenn man die Giiltigkeit des Korrespondenzgesetzes voraussetzt, da in diesem Falle 
fiir alle Stoffe nur eine einzige (dimensionslose) Zustandsgleichung gelten wiirde. 


es RT RT, 
Statt p, v, kann man in Gl. (34) wegen k = * auch os setzen, so daBr, aus - 


Pr Vx. 


rk 
to = ART, (38) 


in einfacher Weise gefunden wird, wenn die Verdampfungswarme 7, die kritische 
Temperatur 7’, und der kritische Koeffizient k gegeben sind. 


(area So at Z. Bits bei T. = Pgs: = 09 fiir 1 Wasserdampf mit 7 = = 310°8 ke 
Bet = 4:45, T, = 374 + 273 = 647° K und & = 471: ee 
ae a fa 0 3108 = 1938 : 


und fiir Kohlenséure mit r = 56°13, k = 3°63, T, = 304° 1°K und lo = 19: 27: 


: (56°15) 3°63 + 427 2 
te = 3041-19-27. — 0:264- 5615 = 14:87. 


oN _. Fur H,0, CO, und NH, ist der Verlauf von r, tiber 7’, in Abb. 2 gezeigt. Aus diesen 
Beispielen Set be sich schon, daf das erwahnte Roresnandesizcesser nur naherungs- 


weise zutrifft und die Zustandsgleichung p = — 


45 


= f (T, v) nicht fir alle Stoffe dieselbe Fada aiorie, 
Form haben kann. 

Die dimensionslose Zustandsgleichung ue 
vielmehr von Stoff zu Stoff verschieden lauten, 
wenn sie nicht nur qualitativ, sondern auch 
zahlenmaBig besser entsprechen soll. Solche Zu- 
standsformeln ergeben sich, wenn die verschiedene 


YO b= 


20 


u, beriicksichtigt wird. 

Das zweite Verfahren? geht von _ einer 
Zustandsgleichung fir Stoffe mit k= 3 [z. B. 
Gl. (22)] aus. Das erste Glied rechts wird mit 


=i ar 10 


: Me “ 7 einem von 7, und v, abhangigen Faktor multi-— 
ae * pliziert, der “die Abnahme des scheinbaren (oder 
xe = bh: 2-Dimensionslose Verdampiin ga: physikalischen) Molekulargewichtes durch Disso- 


_ warmen in Abhangigkeit von der redu- 


zierten Temperatur T',. _-ziierung beim Ubergang vom kritischen in den 


Gaszustand beriicksichtigen soll. 
Als Beispiel fiir eine derartige Zustandsgleichung sei folgende Beziehung angefihrt: 


Vey 


3 Ts 4 —= _ =x : : Vg i 
2 ‘ =. ‘ 


y Die Temperaturfunktionen des zweiten und dritten Gliedes rechts lauten z. B.: 


Be O,=y +h 26 Fe und 9, =a—(k—2) pe To” 


wobei fiir Wasserdampf 7+ = 2°3025, k = 4:407, 6B = 2, ~ = 14814, y = 0°7593 und — 
é = 2°509 zu setzen ware. 


Analog Gl. (35) erhalt man fiir die dimensionslo se innere Verdampfungswarme > 


GréBe des kritischen Koeffizienten hk, sei es? 
durch Konstantenvermehrung oder? durch Ein- ~ 
fihrung des veranderlichen plo lela ae 


“ee die Beziehung: °2 
Tak : = Pe 
ie ea = ,) ke ee a P| avs, =e 
wobei 0, wieder aus tae co ART, zu berechnen ist. : 
; . So betrigt z. B. @, fiir Wasserdampf und 7, = 0-9 mit 9 =271: Se soaleee 
Be 2718+ 4:45 + 427 
| Gat? Ne Ohad giierya te 


5 Uber eine besondere Form der Zustandsgleichung. Akad. Wiss. Wien, Akad. Anz. Nr. m 
(1943). ; 


| on fi 2 und T, = 0: 9 mit ais Dampftafelwert von. 9 = 48°38: 

pew en gents co + 48°38 - 3°63 - 427 an 

_ peters pO Re "T3041: 19°27 
Nach Gl. (37) 1a8t sich nun 0, auch aus der dimensionslosen Zustandsgleichung (27a). 


fir CO, berechnen, was aber hier entfallen kann, da das nachstehende Resultat auch 
aus Gl. (29) gene : 


== 12:8: 


re On” (Vq_ + 0623) 1 1 
Ox {ul In 7 7 = +- ] 605 a al 


Dy’ Vy” + 0°623) ¥ ss 


n= Ze 468 = 104. 


Statt aus Gl. (27a) ) kann man @, fiir CO, auch aus der (nicht angeschriebenen) 
-dimensionslosen Form von Gl. (3) bestimmen und bekommt wieder: 


2 (6-88 
Ox = T. : 


In 1-993 + 1605 (4, =)\, | 
x 


AD 
. 


2 (er : : 
Cx = Hg (7°56 — 2°86) = 10-4. 


Fir Wasserdampf ee ea aaa II) wird hingegen nach Gl. (9) bzw. Gl. (3): 


1 
outs 5g {7m 3 24 4 0° 603 (= eee) 
Or = (8°225 — 1:34) = 15°3, 
wobei allerdings die Volumina v,’ und v,’’ nicht aus der Zustandsgleichung bestimmt, 
sondern aus der Dampftafel entnommen wurden. 
Aus vorstehenden Beispielen ist aber zu erkennen, daB sich aus Gl. (3) bzw. (27a) 
_ fiir die Stoffe H,O und CO, verschiedene und den Erfahrungswerten naherkommende 
Zahlen fiir o, ergeben, so da die EKinfiihrung des kritischen Koeffizienten in die 
Zustandsgleichung® auch in dieser Hinsicht eine Verbesserung bedeutet. 


_ Gl. (35) lat sich auch in der Form schreiben: 


ine 2 OP x 3 
ag =r Fa), We: | ee (35a) 
Die dimensionslose GréBe r,/7', (die ‘als ,.dimensionslose Verdampfungsentropie™ 
bezeichnet werden kénnte) miiBte nach dem Korrespondenzprinzip bei einer bestimm- — 
ten reduzierten Temperatur 7’, fiir alle Stoffe denselben Wert haben, nach Gl. (3) ~ 
und (27a) jedoch nur von ae Kennzahl k abhangig sein. 


Nach Gl. (36) ist ferner: 2 Fe BP 
ART, T : 
und mit Rk = 848/u: 
Beu a BES (te) 4. 8i8 st. 
eo, ae 7, OO (qe) A: sas See 


wobei u [kg/kMol} das physikalische Molekulargewicht ca lt rT, die -,,molekulare 
_Verdampfungsentropie* bedeutet. 


Bei strenger Giiltigkeit des Korrespondenzprinzips mufte nun oon tay Rae 
(nur eine Form der dimensionslosen Zustandsgleichung ist giiltig!) als auch der kritische: 
Koeffizient & fiir alle Stoffe (und eine bestimmte reduzierte Temperatur 7',) gleich 
a groB sein, so daB nach Gl. oa (fiir gleiches Fe) auch die GréBe ps konstant 

sein miiBte. 


die im WarmemaB ausgedriickte molare Gaskonstante A - 848 = pee = gi 985 


Nach Gl..(3) und (27a) hingegen (also bei Beriicksic 


gung a 
-gienten in der Zustandsgleichung) ist die ,,molekulare Verdampfungsentropie tir q 


ein bestimmtes 7',,) je nach GroBe der Kennzahl k von Stoff zu Stoff verschieden, 
d. h. die Annaherung verbessert. S07 
Die reduzierte Siedetemperatur bei 1 Atm. (7, (1 atm.) liegt fiir die moisten Plissios 
keiten zwischen 0°55 und 0:7. In diesem Temperaturbereich mu offenbar 7,/7, 
nach der streng giiltigen Beziehung (38) dem kritischen Koeffizienten proportional ; 
sein, wenn sich nach der ,,Troutonschen Regel” fiir wr/T,a Atm.) und viele Stoffe : 
ein ahnlicher Wert (im Mittel etwa 20°8) ergibt. Betrachtet man, wie an anderer Stelle’ — 
abgeleitet, die ,,Troutonsche Zahl w7r/T's¢ 41m, als dimensionslos, so wird auch — 


dimensionslos.? {shy 4 


8. Binflug der Temperaturabhangigkeit der zwei iaten Glieder auf 0,. 38 


Wie bereits erwihnt, wird der nach Gl. (37) berechnete Wert von g, von der — 
Temperaturabhangigkeit der beiden letzten Glieder stark beeinfluBt, was z. B. an 
Gl. (27a) gezeigt werden -soll. + Ng 

Bezeichnet man die dimensionslosen Konstanten ao Gleichung mit «, By 
(wobei 6 = 1 ist) und setzt statt 1/7',’ beliebige Temperaturfunktionen 9,, und 9,, 


ein, so wird T 8 ths . a4 
cy pak 1a ae 2a 3 3 
Da Vy Vy ACOs en) DU = y)’ é : Sue ; 

wobei z. B. fir CO, « = 5°25, k = 3°63 und y = 0: 623 ist. Nach Gl. (37) und cae 
wird die dimensionslose innere Yer " ; 
Bat kT, ! Se ee ie a Oy’, T a Se eee Ore : x Boy nae ' 
ay : | Un. Oe (Uy Ey) Un (Vp +?) Ven 0,2 (Uz, + Y) ao Uz (Ve +) | ve 
oder : 2 $ 

35s ; Pag Dy — Or ee a — Po) 

Ce i i 2 (vy +9) Vy (Ve +7) | Wa. : (40) 

Die einfachste, dem wirklichen Verhalten bei reduzierten Tampenutene van = [253 j 


bis 0°8 wenigstens ungefahr entsprechende (und daher auch in ese Arbeit bisher | { 
verwendete) Temperaturfunktion ist iS 


Gig = Bon = 1/7. 


Darnach wird: | mele cre, 1 

| 2 (ae) == a : 

und Gl. (40) nimmt die einfache Form an: ; 

iene, 2 oe st 1 . z 

cone sagete: , aes EY) (Ug + Y) 8 | do. Ct ; 

was fiir CO, und 7’, = 0-9 nach Durchfiihrung der Integration wieder den Wert 10: 4 | 

ergibt. Die allpert bine Gl. (40) lautet hingegen nach Durchfiihrung der Integration: ae | 

Wa Agha Me Oa” EY page d (vq +) ie | 
1 i ee ] 7 We aif it p - Re ; 

e y a es (Vy ty) (Pee Ts 9x0) + [en oe, "(Uy +) . ve 

Lyd 1 as ne 

= lear Ore . 2%.) (42) 

oder im besonderen fiir CO, und das Rechnungsbeispiel I: rae igre 

? > , w 4 b 

Qo = 5°78 (09 Dy’ — By.) + 1:10 (09 0,4’ — By ,). 2 ES es oe 


® Dimensionslose Groen in der Wiirmelehre. Wairme 8. 117 (1941). 
7 Zur Frage der Temperaturdimension. Osterr. Ingenieur-Arch. Bd. I, H. 1/2 ee: 


Damit wird 3 
= Oz = 5°78) — 1°58: Let 12°85 — 174. = a Ea boa a 


Macht man das AbstoBungsglied uberhaupt temperaturunabhangig (setzt also den 


_ Exponenten von 7’, in #,, gleich Null), so wird 3,, = 1, d,,' = 0 und 0, = 12°85 — - 


k= 11°75 (eecenubee 10°'4 mit #,, = 1/T,). : 


“Auch Ausdriicke von der Form a +67,” oder a—bT,”" usw. kommen als 
Temperaturfunktionen in Frage, wenn sie bei der kritischen Temperatur 7’, = 1 den 
Wert 1 annehmen und einigen weiteren im Aufsatz? genannten Bedingungen geniigen. 


Durch Anderung der Temperaturfunktionen wird natiirlich auch der Isothermen- 


verlauf, die Dampfspannung, das Dampf- und Flissigkeitsvolumen geandert, so daB 
der Isothermenverlauf neu berechnet, aufgezeichnet und iiberpriift werden muB. 
Zur empirischen Feststellung der beiden Temperaturfunktionen #,, und 0,, kann 
man fiir verschiedene Siedetemperaturen 7',; und Driicke p,, die zugehdrigen Volu- 
‘mina v,’ und v,’” aus der Dampftafel entnehmen und in die Zustandsformel einsetzen. 
Auf diese Weise erhalt man jeweils zwei Gleichungen mit den beiden Temperatur- 


funktionen als Unbekannten, so da der Verlauf dieser Funktionen tiber 7’, verzeichnet e- 


und (wenn méglich) durch eine mathematische Formel ersetzt ae kann. Vel. 
z. B. die in der Arbeit? in Abb. 2 gezeigte Temperaturfunktion.. 


Aus solchen empirisch ermittelten Temperaturfunktionen muB sich aber keineswegs 
ein richtiger Isothermenverlauf im homogenen und iiberhitzten Gebiet ergeben, so 
daB das Verfahren in erster Linie zur Uberpriifung der zugrunde gelegten Zustands- 
formel fiir 7, = 1, d. h. fiir die kritische Temperatur geeignet ist. 


Zusammenfassung. 


Auf Grund einer bekannten, aus dem I. und II. Hauptsatz folgenden Beziehung 
wird versucht, die At clacts Mauer cate r, @ und y aus ler Zustandsgleichung zu 
_berechnen. 


Wie die Untersuchung von fiinf verschiedenen Fallen ergibt, fae sich aber 
derzeit wegen der Unzulanglichkeit der bekannten Zustandsgleichungen nur Naherungs- 
werte mit zum Teil groBen Abweichungen erzielen, so dafi das Rechenverfahren eher 

-umgekehrt zur Uberpriifung von Zustandsformeln geeignet ist. Es zeigt sich aber 
anderseits, da& die Annaherung durch Einfiihrung des kritischen Koeffizienten in 
die Zustandsgleichung® erheblich verbessert wird, wobei der 'Temperaturabhangigkeit 
des Kohasions- und AbstoBungsgliedes besondere Bedeutung zukommt. 


(Hingegangen am 18. Juni 1946. De 


Togenienr-Archiv II, 2. 


Neues Verlahren zur Piarisions- Gitterkonstantenbestimmung.* 
Von A. Neth, Wien. 


Mit 7 ‘Textabbildungen. 


Einfiihrung. pai els 


Bei der Prbacionsbestanndtlg von Gitterkonstanten kompakter Materialien, 
wie sie in der Metallkunde bei der Untersuchung von Léslichkeitsgrenzen, beim Studium 
von Ausscheidungsvorgingen und ahnlichen Problemen’ durchgefiihrt werden, er- 
geben sich hauptsachlich in zwei Fallen Schwierigkeiten bei der Untersuchung, namlich 
beim Auftreten von Grobkorngefiige sowie beim Vorhandensein elastischer ae 
spannungen. ° 


Beim Vorliegen von (ro biorigstice ist die Anzahl der reflektierenden Reristallice: 


so klein, daB die Debye-Scherrer-Linien in einzelne Punkte aufgelost sind, die aber 
nicht auf einer Linie liegen, sondern mehr oder weniger um eine ideale Lage streuen. 
Dieser Effekt 1a8t sich nach F. Regler auf die Brechung der Roéntgenstrahlen beim 
Eintritt in das bzw. beim Austritt aus dem Korn zurickfiihren.1 Es ist einleuchtend, 
daB die Vermessung von Aufnahmen, die diese Erscheinung zeigen, nicht mit der 
erforderlichen Genauigkeit durchgefiihrt werden kann. Bis jetzt hat man sich so 


- geholfen, da8 man das Probestiick entlang einer gréferen Flache untersucht hat, 


derart, daB man Probestiick und Aufnahmekamera unter Wahrung des gegenseitigen 
Abstandes gegeneinander wahrend der Aufnahme bewegt. Bei diesem Verfahren, 
welches als ,,Abpinselverfahren‘? bekannt ist, wird eine gréBere Flache der unter- 
suchten Substanz vom Primarstrahl abgepinselt, wodurch die Zahl der reflektierenden 
Kristalle vermehrt wird und die Schwierigkeiten bei der Vermessung der Aufnahme 
behoben sind. 

Der zweite Umstand, der bei Nichtbeachtung zu erheblichen Falschungen des 


~MeBergebnisses ftthren kann, ist das Auftreten von Eigenspannungen erster Art. 


Solche Spannungen kénnen beispielsweise als Abkiihlspannungen beim Guf oder 


durch Volumsveranderungen zufolge Gefiigeumwandlung entstehen. Auch als Rest- 


spannungen nach bleibender Verformung treten sie auf. Sie konnen unter Umstanden 
erhebliche GréBe annehmen und die Streckgrenze des Materials erreichen, wie das 
Auftreten von Spannungsrissen in Materialien, die abgeschreckt wurden, beweist. 
Die hierdurch bedingten Gitterverformungen erreichen haufig einen betriichtlichen 
Wert. Abgeschreckte Proben einer Aluminiumlegierung wiesen beispielsweise Kigen- 
spannunhgen auf, die die Netzebenenabstande des Aluminiumgitters bereits um Zwei 
Hinheiten der dritten Dezimalstelle beeinfluBten. 

Es sind bereits Verfahren bekannt, die es gestatten, auch an verspannten Proben 
die Gitterkonstante fiir den spannungsfreien Zustand, den sog. Nullwert der Gitter- 
konstanten, zu bestimmen. Diese Verfahren haben sich aus den Methoden der 
rontgenographischen Spannungsmessung entwickelt.2 Man kombiniert bei diesen 
Verfahren mehrere Aufnahmen, die unter verschiedenen Richtungen zur Oberflache 


e 


* Der Grundgedanke dieses Verfahrens ist bereits in der deutschen Patentanmeldung D 92766 
vom Mai 1944, bei der der Verfasser als Erfinder genannt ist, enthalten. 

Die vorliegende Arbeit wurde im Janner 1945 vom Dr. Georg Littke- Verlag, Berlin-Pankow, 
zur Verdffentlichung in der Zeitschrift Metallwirtschaft angenommen, ist aber wegen Verlustes 
des Manuskriptes wahrend der Kampfhandlungen bis jetzt noch nicht im Druck erschienen. 

1 F. Regler: Metallwirtsch., Metallwiss., Metalltechn. 21, Nr. 17/18, 249—255 (1942). 

2 F. Regler: Z. Metallkunde 35, Nr..10, 202—205 (1948). 


* R. Glocker: ,,Verfahren und Einrichtungen zur réntgenographischen Spannungsmessung‘* 


im Handbuch der ee von E. Siebel, S. 589—611. Berlin: Springer-Verlag. 1940. 
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_ des Probestiickes hergestellt werden. Verwendet werden in den meisten Fallen eine _ 


Senkrecht- und zwei Schragaufnahmen unter einem Winkel von 45° gegen das Ober- 
flachenlot, die sich im Azimut um 90° unterscheiden, sonst aber beliebig gelegen sind. — 
Man erhalt, bei diesem Verfahren neben dem Nullwert der Gitterkonstanten auch 
die GréBe der Spannungskomponenten. Werden diese aber nicht bendtigt, wie es 
bei Legierungsuntersuchungen meist der Fall ist, erscheint der meBtechnische Auf- 
wand zu groB, da drei Aufnahmen herzustellen und auszuwerten sind. 

_ Besonders gro8 wird der experimentelle Aufwand, wenn Proben vorliegen, die 
gleichzeitig Grobkorngefiige und Eigenspannungen aufweisen. In diesem Falle miissen 
namlich die drei Aufnahmen unter gleichzeitiger Anwendung des Abpinselverfahrens 
hergestellt werden. Das neue Verfahren, das im | 
folgenden beschrieben werden soll, erlaubt hin- {Pr 
gegen die Bestimmung des Nullwertes der Gitter- K 
konstanten aus einer einzigen Aufnahme und hat 
ferner den Vorteil, da es auch bei Grobkorngefiige 
anwendbar ist. 


Beschreibung des neuen. Verfahrens. 


Die versuchstechnische Durchfiihrung des 
neuen Verfahrens ist denkbar einfach und aus 
der schematischen Darstellung in Abb. 1 zu er- 
sehen. Von der Probe wird unter einem schragen 
Winkel eine einzige Riickstrahlaufnahme herge- 
stellt, bei der das Praparat um das Oberflachenlot 
als Achse gleichmaBig gedreht wird. In der 


schematischen Darstellung ist als Aufnahme- 
kamera eine fokussierende Reglersche Kegelkamera 
gewahlt. Es kann natiirlich jedes beliebige Riick- 
strahlverfahren Verwendung finden, also auch etwa 


das Planfilm-, Zylinderfilm- oder das Reglersche 


Ringfilmverfahren.+* 
Die Kamera besteht aus dem kegelférmigen 


Abb. 1. Schematische Darstellung des _ 
neuen Schragdrehverfahrens. / Kegel- 


- film, — ZBLochblende, — Pr Pri- 


marstrahl, — P Praparat, — DD Dreb- 

achse, gleichzeitig Oberflaichenlot 

durch den Auftreffpunkt des Primar- 

strahles, — JI Interferenzlinie, — 
KA Fokussierungskugel. 


Filmtrager und aus der Blendenanordnung, die 
das Primarstrahlenbiindel ausblendet. Das Probe- stiick, eine vielkristalline Platte, 
dreht sich um eine Achse, die durch den Auftreffpunkt des Primarstrahlenbiindels geht 
und senkrecht zur Oberfliche liegt. Drehachse und Primarstrahlrichtung bilden 
miteinander einen spitzen Winkel. In der Abbildung sind ferner die Konturen des | 
Debye-Scherrer-Kegels eingezeichnet, der den Film entlang der Interferenzlinie schneidet. 
' Durch diese Versuchsanordnung wird zweierlei erreicht: Zunachst wird die Anzahl 
der beugenden Kristallite erhoht und daher eine ahnliche Wirkung erzielt wie beim 
Abpinselverfahren. Ferner 1aB8t sich der Einflu8 etwaiger Spannungen auf das Er- 
gebnis der Gitterkonstantenbestimmung ausschalten. Durch das Drehen des Probe- 
stiickes werden namlich alle Kristallite erfaBt, deren Netzebenennormalen mit der 
Oberflachenrichtung den gleichen Winkel einschlieBen, die aber verschieden gegen 
die verformende Kraft der Eigenspannungen liegen und demnach verschieden stark 
verformt sind. Durch Aufnahme aller dieser Kristallite auf einen Film erfolgt eine 
Mittelwertbildung iiber alle erfaBten Kristalle. Bei Wahl eines geeigneten Einstrahl- 
winkels erreicht man nun, daB der Mittelwert den Nullwert der Gitterkonstante ergibt. 
Es ist also méglich, mit Hilfe der beschriebenen Anordnung die Gitterkonstante aus 


4 FP. Regler: Z. techn. Physik 24, 291—296 (1943). 
- £. ge 


einer einzigen ‘Aidoattoe Zu 1 beckingtess gleichgiilti 


g wie groB etwa retende Span- 
nungen sein: mégen oder welche Richtung sie haben. rs aioe pias 


Vermehrung der beugenden Kristallite. 


Wir haben oben behauptet, daB durch das Drehen der Probe um eine Dieisaheo! 
die schrag zur Primarstrahlenrichtung liegt, die Anzahl der reflektierenden Kristallite — 


gegeniiber der ruhenden Aufnahme erhéht wird, wodurch eine ahnliche Wirkung wie _ 


beim Abpinselverfahren erzielt werden kann. 


Um abzuschatzen, wievielmal mehr Kristallite bei gedrehter Probe beugen als — 


bei ruhender Probe, seien die beiden Abb. 2 und 3 gegeniibergestellt. In beiden Fallen 
nimmt das Praparat gegeniiber der Primarstrahlrichtung eine Schraglage ein. Nur 
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Abb. 2. Lage der Netzebenennormalen der 


beugenden Kristallite bei ruhender Probe. 
2x Konvergenz des Primarstrahlenbindels, — 
& Braggscher Glanzwinkel, — yp Einstrahlwinkel. 


Abb. 3. Lage der Netzebenennormalen der 


beugenden Kristallite bei gedrehter Probe. 


ist in Abb. 2 das Préparat ruhend ange- 


nommen, wahrend es in Abb. 3 um das 


: Gheciachenlor als Achse drehend gedacht ist. Um den Auftreffpunkt des Primar- 
strahlenbiindels auf die Oberflache der Probe denken wir uns in beiden Fallen die 
‘Lagekugel gezeichnet. 


Wir wollen annehmen, da8 eine roueitos Orientierung der einzelnen Kristallite 
der Praparatplatte vorliege. In Beas Falle Garcla voles die Netzebenennormalen 
einer betrachteten Netzebenenschar die Lagekugel im Mittel gleichmaBig. Von allen 
betrachteten Kristalliten kommen nur diejenigen zur Reflexion, deren Netzebenen- 
normalen mit dem Primarstrahl den Braggschen Glanzwinkel einschlieBen. Nimmt 
man ein unendlich diinnes Primarstrahlenbiindel an, so erkennt man, da nur sehr 
wenige Kristallite einen Beitrag zur Interferenzlinie geben, da es sehr unwahrscheinlich 
ist, daB eine Netzebenennormale mit dem Primirstrahl genau den Winkel 7 ein- 
schlieBt. In der schematischen Darstellung wurde deshalb die Annahme gemacht, 


da’ das Primarstrahlenbiindel eine gewisse Konvergenz, die durch die Blenden- 


anordnung gegeben ist, aufweist. Dadurch wird den tatsachlichen Verhiltnissen besser 
Rechnung getragen. Wir wollen den Konvergenzwinkel der beiden duBersten Strahlen 
des Primarstrahlenbiindels mit 2 x% bezeichnen. 

Die Ausstichpunkte der Netzebenennormalen, die mit mindestens einem Strahl 
des konvergenten Primarstrahlenbiindels den Winkel 90 — # einschlieBén, liegen 


bei der ruhenden Probe simtlich in der schraffierten schmalen Kugelzone. Von allen 
Kristalliten, die vom Primarstrahlenbiindel getroffen werden, liefert daher nur der — 
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einen Beitrag zur lntericronsiinié; deren Netzebenennormale i in den schraffier- 
ten Bercich fallen.. Die Flache des schraffierten Bereiches ins Verhaltnis gesetzt zur 


_ Gesamttflache der Lagekugel, gibt ein Ma8 fiir diese Anzahl. Die Kugelzone errechnet 


sich aus dem Glangwinkel und der Konvergenz in elementarer Weise zu: 
F, =427 cos #sin x. (1) 


In der finance der nachsten Abbildung dreht sich die Probe um das Ober- 
flachenlot. Es ist ohneweiters zu erkennen, da nunmehr alle Kristallite, deren 
Netzebenennormalen in den breiten schraffierten Bereich fallen, durch das Drehen 
der Probe mindestens einmal wahrend einer Umdrehung in eine betsdngstahipe Lage 
kommen. Auch hier ist die Flache der schraffierten Riceiaons ein MaB fiir den Beaks 
teil der beugenden Kristallite zur Gesamtzahl. Die Flache der breiten schraffierten 
Zone errechnet sich hier zu: 

Ff, = 4 «sin Wy cos ®, (2) 


wobei y) den Winkel zwischen Primirstrahl und Oberflachenlot bedeutet. Das Ver- 


haltnis der beiden Flachen ergibt eine Mafzahl dafiir, wievielmal mehr Kristallite 
bei gedrehter Probe zur Beugung gelangen als bei ruhender Probe: 


ges SIN Wo 
y sin x ” (3) 


Graber vom Glanzwinkel 8. Durch das Drehen konnen daher keine Falschungen 
des Intensitatsverhaltnisses der einzelnen Interferenzlinien zueinander auftreten. 
Die Abpinselwirkung durch das Drehen kommt allen Interferenzlinien im gleichen 
Mae zugute. 


Wir wollen diesen Faktor fiir Verhaltnisse, wie sie bei der tatsAchlichen Her- 


 stellung von Riickstrahlaufnahmen auftreten, zahlenmaGig berechnen. Bei einer 


Lochblende von 0-5 mm Durchmesser und einem Abstand derselben vom Praparat 
von 60 mm errechnet sich der mittlere Konvergenzwinkel zu ungefahr 0-0083. Wahlen 
wir einen Einstrahlwinkel y) = 45°, so ergibt sich, da8 ungefahr 170mal mehr 


Kristallite bei der Drehaufnahme zur Beugung herangezogen werden als bei der — 


Aufnahme mit ruhender Probe. 


Nimmt man ferner an, daB bei der ruhenden Probe ungefahr e ein Bereich von 
5 X 5mm? von der Réntgenstrahlung getroffen wird, so miiBte, um dieselbe Wirkung 


durch Abpinseln zu erreichen, eine Praparatplatte von ungefaihr 65 x 65 mm? abge- — 


_ pinselt werden. Beim Abpinseln iiber eine derart groBe Flache ergeben sich erfahrungs- 


gemaB bereits Schwierigkeiten bei der Einhaltung des Abstandes der Probe von der 


Kamera. AuBerdem besteht die Gefahr, daB lokale Unterschiede in der Zusammen- 


setzung der Probe durch das Abpinseln verwischt werden. Auch ist es héchst un- 


-wahrscheinlich, daB der Spannungszustand des Probestiickes auf dieser grofien Flache 
homogen ist, wie es zur erfolgreichen Durchfiihrung der Prazisions-Gitterkonstanten- 


bestimmung notwendig ware. Das neue Verfahren erfordert hingegen bei seiner An- 
wendung nur einen kleinen Oberflichenbereich, wodurch sich die Méglichkeit von 
punktweisen Untersuchungen auch an grobkérnigen Substanzen ergibt. 


Die oben durchgefiihrte Rechnung soll nur gréRenordnungsmaBige Anhaltspunkte 
ergeben und erhebt durchaus keinen Anspruch auf Exaktheit, da Einfliisse, die sicher- 
lich eine Rolle spielen, wie KorngréBe der Probe, Eindringtiefe der Strahlung, 
Divergenz der Strahlung usw., keine Beriicksichtigung fandcu Da die angefiihrten 
Einfliisse sich bei ruhender ad gedrehter Probe aber im gleichen Mafe auswirken, 


fallen sie bei der Quotientenbildung heraus. Die Verhaltniszahl V dirfte die GréBen- : 
_ ordnung der Wirksamkeit des neuen Verfahrens in bezug aut Vermehrung der beugenden ' 


Kristallite deshalb ziemlich gut wiedergeben. 


= 


" Blastizititstheoretische e B ee. 


Wir berechnen den Mittelwert: der spezifischen Dehnungen: alles Kristallite, Hated Ne 
Netzebenennormalen mit dem Oberflachenlot den Winkel y einschlieBen und die unter : 
. dem Einflu8 von Oberflachenspannungen stehen. ° 
Die Dehnungen in den Hauptrichtungen, welche mit den Richtungen der Haupt- 
- spannungen o, und o, sowie mit der Richtung der Oberflachennormalen zusammen- 
fallen, errechnen sich aus den Hauptspannungen und den Elastizitatszahlen E ae ine 


folgendermafien : 3 Se Bey = oj joy : ean 
Eso 65 A=W O45, ze (ae 
iH Coe L (1 -+ >). | : ; 


Bekanntlich eae del in der Oberffache die Normalspannungskomponente 03 


senkrecht zur Oberflache. Die Dehnung in einer beliebigen Richtung, die etwa durch 


das Azimut g der Projektion der betrachteten Dehnungsrichtung mit der Haupt- 
spannungskomponente o, sowie durch y, dem Winkel mit dem Oberflachenlot, ge- 
geben ist, ergibt sich aus den drei Hauptdehnungen folgendermafen: 
Epy = Sin? py [e, cos? m + e, sin? yp] + €3 COs? y. Gas y (5) 
Um den Mittelwert der spezifischen Dehnungen aller Kristallite zu berechnen, 
deren Netzebenennormalen mit dem Oberflachenlot den Winkel y einschlieBen, miissen 
wir Gl. (5) tiber gy integrieren und durch 2 dividieren. Der Integrationsbereich ist 
von 0 bis 2 a zu erstrecken, da die Probe eine volle Umdrehung ausftihren soll. Fiir 
den Mittelwert der Dehnungen ergibt sich folgender Ausdruck: 


Ey = sin? “1 toe + 8 cos? y. irs (6) d 


Aus dem Gleichungstripel (4) 1aBt sich anliwes die Summe der Baupuenne 
in der eee durch die Dehnung senkrecht dazu ausdriicken: 


; ‘ee eee . “ (2) 

Mit Hilfe dieses Ausdruckes ergibt sich der gesuchte Dehiuisamitvelvert Zu: 
: Ey =| = 5° sin? yp + cos? y | és: (8). 
Wir erkennen, daB bei geeigneter Wahl des Einstrahlwinkels p dieser Mittelwert 
unabhangig von der Dehnung é, wird. Setzen wir den Klammerausdruck in Gl. (8) 


gleich 0, so erhalten wir eine Bestimmungsgleichung fiir den’ Winkel y. 


2p 


tan? y = Tea ¥: (9) 


Der Mittelwert aller Dehnungen in den Richtungen, die mit dem Oberflachenlot: 
den Winkel y gemaB Gl. (9) einschlieBen, ist Null. De sich die Dehnungen aus den 


Netzebenenabstinden definitionsgemaB folgendermaBen errechnet: 


duy — 4 


€ == == 
AES do 


erkennt man sofort, dai man durch die angegebene Mittelwertbildung den Netz- 
ebenenabstand, dy fiir den spannungsfreien Zustand erhalt. 
In der Kacreuarel der Abb. 4 ist der durch Gl. (9) beschriebene Zusammen- 


hang des Kinstrahlwinkels mit der Querdehnungszahl graphisch dargestellt. Fir 


den gesamten Bereich der in Frage kommenden Querdehnungszahlen liegt der Winkel y 


| (10) 


zwischen 35 und 50°. Die Querdehnungszahlen aller bekannten Stoffe liegen namlich a 


etwa zwischen 0-2 bis 0:4. 


ial wi ea! 


a Praparat ist wieder mit P bezeichnet, die Drehachse, 


re 
rs 


, der bei der Untersuchung einzuhalten ist, hangt also nur von der 


Wi 


— GroBe der Querdehnungszahl oder Poissonschen Konstanten ab. 


Bei der Festlegung des tatsichlichen Einstrahlwinkels ist ebenso wie bei der 


réntgenographischen Spannungsmessung zu beachten, daB die Richtung der ge-— 


messenen Dehnung nicht identisch ist mit der Einstrahlrichtung, sondern daB sie 


- rit der Netzebenennormalen der reflektierenden Netzebenenschar zusammenfallt. 


Zu dem nach Gl. (9) gefundenen Wert des Winkels y ist also entweder der Winkel y, 
das ist der Komplementwinkel des Glanzwinkels #, hinzuzufiigen oder davon ab- 
zuziehen, um den Kinstrahlwinkel y), das hei&Bt den Winkel, den der Primarstrahl 


- mit dem Lot der Probe einschlieBen mu, zu erhalten, je nachdem, ob der praparat- 


fernere Teil J, oder der praparatnihere Teil J, der 
Interferenzlinien zur Ausmessung verwendet. wird. 
Zur naheren Erlaiuterung diene die Abb. 5. Das 


Abb. 4. Einstrahlwinkel als Funktion der. Poissonschen Abb. 5. Festlegung des Einstrahl- 

Konstanten. winkels. WV, WN, Netzebenennor- 
malen, — J, J, Interferenzen, — 
y Komplementwinkel des Bragg- 


welche ja bekanntlich mit dem Oberflachenlot Behon. Clan easels: 


desselben zusammenfallen soll, mit LL, der Primar- 
strahl, welcher in der Umgebung des Drehpunktes ‘auftreffen moge, heift Pr. 

Wieder sei um den Punkt 0 die Lagekugel gezeichnet. J, und J, stellen die Lage 
des Debye-Scherrer-Kreises der betrachteten Netzebenenschar dar. Der Debye- 
Scherrer-Kreis ist als Kreis mit dem Mittelpunkt M, das ist der DurchstoBpunkt 
des Primarstrahls mit der Lagekugel, zu denken. Die Netzebenennormalen aller 


Kristallite, die einen Beitrag zum Debye-Scherrer-Kreis J, J, liefern, liegen auf dem 


Kreis NV, N,, ebenfalls mit M als Mittelpunkt. N stellt bekanntlich die Winkel- 


halbierende zwischen Primarstrahl und gebeugtem Strahl J dar. Der Winkel 7 zwischen 


M und N errechnet sich aus dem Braggschen Glanzwinkel einfach als Komplement 
desselben: 
“4 = 90— #. 

Welchen Teil der Interferenzlinie man zur Ausmessung heranzieht, hangt davon 
ab, welches Aufnahmeverfahren verwendet wird. Es ist namlich bei Verwendung 
des Fokussierungsprinzipes im allgemeinen nicht méglich, bei schragem Kinstrahlen 
die gesamte Interferenzlinie gleichmafig scharf auf den Film aufzuzeichnen. Man 
erkennt aus Abb. 1, daB es bei Verwendung einer gleichseitigen Kegelkamera leichter 
ist, auf die praparatniheren Teile der Interferenzlinie J scharf einzustellen. Bei 


Verwendung einer Planfilmkamera beispielsweise ist es hingegen giinstiger, auf den 


praparatferneren Teil der Interferenzlinie einzustellen. Bei schrigem Einstrahlen 
nimmt nimlich die sog. Fokussierungskugel,, das ist die Kugel, die durch die Loch- 


ASGES des Blendensystems zoht und "dai Praiparat- im Au 
strahlenbiindels beriihrt, eine unsymmetrische Lage gegentiber der Primarstrahlung 
ein und es ist einleuchtend, daB bei Verwendung von rotationssymmetrischen Film-— 
anordnungen nur die Teile der Interferenzlinien scharf sein konnen, welche in der 
Nahe des Schnittes der Fokussierungskugel mit dem Film liegen. A 


Versuchsergebnisse. 
Aus dem Versuchsmaterial, dag: 


Brauchbarkeit des neuen Ver- 


zunachst zwei Aufnahmen heraus- 
gegriffen, die in besonders ein- 
drucksvoller Weise die Abpinsel- - 


zeigen. Abb. 6 und Abb. 7 stellen 
- Kegelriickstrahlaufnahmen ein und 


Abb. 6. Kegelriickstrahlaufnahme einer grobkérnigen derselben grobkérnigen Silberprobe 
Reinsilberprobe mit Ni—K-Strahlung, ruhendes Pra- dar. Die Aufnahme in Abb. 6 
parat. Das homogene K—«-Dublett stammt vom Molyb- erfolete mit ruhender Probe, 


dainpulver, das als Eichsubstanz in dinner Schichte auf ane : 4 
das Praiparat aufgeschlemmt wurde. wihrend die Aufnahme in Abb. 7 


mit gedrehter’ Probe terete 
wurde. 

Zur Herstellung der Aufnahmen 
wurde eine fokussierende Kegel- 
ruckstrahlkamera verwendet. Die 
Probe, ein gegliihtes Stiickchen 


ungefahr 20 mm geklebt, in dessen 


langsam laufenden Motors gesteckt 

eevee : s z wurde. Der Einstrahlwinkel be- 
Abb. 7. Aufnahme der Probe von Abb. 6nach demneuen ‘rug 45°. 

Schrigdrehverfahren. Die Einstellung des gewiinsch- 

ten Praparat-Kameraabstandes er- 

folete mit Hilfe eines vom Verfasser gemeinsam mit F. Regler, Freiberg/Sachs., ent- 

wickelten optischen Hinstellgerates. Dieses'Gerat, das im Grunde genommen aus einem 


Mikroskop mit abgewinkeltem Strahlengang besteht, wurde an Stelle der Kamera in die 
hierfiir vorgesehene Halterung, welche an der Réhrenhaube der Rontgenrohre befestigt ist, 


eingesetzt. Durch Bewegen der Probe in den Tiefenscharfebereich des Mikroskops 
konnte der vorgegebene Abstand sehr genau eingestellt werden. Mit dem beschriebenen 
optischen Kinstellgerat ist es auch méglich zu kontrollieren, wie weit der Drehpunkt — 
der Probe mit dee Mitte des Primarstrahlenbundels zusammenfallt. 

Die Aufnahme in Abb. 6 zeigt deutlich den bereits von Regler beschriebenen 
Effekt der Punktestreuung zufolge Brechung der Roéntgenstrahlen an den Korn- 
grenzen der vorliegenden Probe. Die Aufnahme der Abb. 7 zeigt einwandfrei, wie 
durch das beschriebene neue Verfahren homogene Interferenzen erzeugt werden kénnen. 
Es ist ferner ersichtlich, da®& die Debye-Scherrer-Linien nicht entlang ihres ganzen 
Umfanges gleichmaBig scharf sind. Dies ist, wie oben erlautert wurde, darauf zuriick- 


a wes dafi die Fokussierungskugel eine exzentrische Lage zum Film einnimmt. 


bei der Erprobung der praktischen 


fahrens gewonnen wurde, seien 


wirkung des neuen Verfahrens — 


gewalztes Silberblech, wurde auf. 
die Basis eines Metallzylinders von | 


axialer Bohrung die Achse eines © 


a 


awe 


ore 


< 


SO Ce ee ee 


fee ey be ‘ul 


ee oe 
‘ie 


die Interferenzen eine streifige Struktur zeigen, wie dies in Abb. 7 in beginnendem 


Ty Re Sh ee ee, Koen ee 


_ 


e die Korngré8e ginen bestimmten Wert, so kann es vorkommen, dah 
Mae zu erkennen ist. Liegt aber der Drehpunkt der Probe genau an der Stelle, an 
der das Primarstrahlenbiindel die Oberflache der Probe trifft, so stért diese Erscheinung 
im allgemeinen bei der Auswertung der Aufnahme nicht. 


Um zu erproben, ob das Verfahren auch beim Vorliegen von Spannungen in den 
Praparaten den richtigen Nullwert der Gitterkonstanten liefert, wurden an einer grdBeren 
Zahl von kiinstlich verspannten Proben Untersuchungen durchgefiihrt, von denen 


. nur drei Beispiele angefiihrt werden sollen. 


1. Kine Platte -aus kaltgewalztem Reinaluminium von den Abmessungen 
50 x 80 x 6mm* wurde einer Biegebeanspruchung unterworfen. In der Mitte. der 
Platte wurde ein Stahlstabchen unterlegt und an den Enden dieselbe mit einer Schraube 


_niedergespannt. Der Spannungszustand in der Mitte war ein ungefihr einachsiger 


Spannungszustand mit Zugbeanspruchung. Die GréBe der Hauptspannungskomponen- 
ten in der Langs- und Querrichtung der Platte wurde nach dem Glockerschen Ver- 
fahren® ermittelt. In der Langsrichtung ergab sich ein Wert o, = 5-@kg/mm?2, in 
der Querrichtung ein solcher zu o, = 0-3 kg pro mm?. a . 
Beniitzt man die Glockerschen Formeln zur Berechnung des Nullwertes der Gitter- 


konstanten aus den drei Aufnahmen, so erhalt man a) = 4:0411 A, ein Wert, der auch 
an der spannungsfreien Probe durch Herstellung einer Senkrechtaufnahme gefunden 


wurde. 


Eine Planfilmriickstrahlaufnahme nach dem neuen Verfahren lieferte den Wert 
4-0411 A fiir a, aus dem man eine ganz vorziigliche Ubereinstimmung erkennt. Der - 


Kinstrahlwinkel y) war 36°15’, entsprechend einer elastischen Querdehnungszah] 
des Aluminiums uw = 0-34 und einem Glanzwinkel # = 81° 14’ bei der (333) Reflexion. 


‘Verwendet wurde Cu-Strahlung und eine offene Réntgenréhre Seemannscher Bauart. ; 


2. Bei diesem Beispiel wurde in ahnlicher Weise wie oben ein Hisenplattchen 
mit den Abmessungen 14 x 30 x 1 mm’, das durch zweisttindiges Glihen bei 600° C 
spannungsfrei gemacht worden war, einer Biegebeanspruchung unterworfen. Eine 
Schragdrehaufnahme bei einem Einstrahlwinkel von y, = 37-5°, entsprechend einer elasti- 


schen Querdehnungszahl ~ = 0:37 und einem Glanzwinkel # = 80-5° ergaben einen — 


Nullwert a, = 2-8609 A, in guter Ubereinstimmung mit dem Wert, der an der span- 
nungsfreien Probe gewonnen wurde. 

Die Linien waren bei dem beiden letzten Aufnahmen etwas verbreitert. Dies 
erklart sich daraus, daf& die zur Beugung herangezogenen Kristallite keine ein- 


-heitlichen Netzebenenabstande aufwiesen, da der Spannungszustand der Proben’ kein 


rotationssymmetrischer war. Die Linien waren aber fiir die Vermessung noch gentigend 
scharf. 


3. Eine kreisférmige Platte aus Reinsilber, durch zweistiindiges Gliithen im 
Wasserstoffstrom spannungsfrei gemacht, wurde an den Randern gefaBt und 
in der Mitte mit Hilfe einer Stahlkugel gedriickt. Die der Stahlkugel gegentiber- 
liegende Seite der Probe wies einen allseitigen Zugspannungszustand auf. Von der 
Probe wurde hiernach eine Schragdrehaufnahme hergestellt, wobei eine fokussierende 
Planfilmkamera sowie eine Rontgenrohre mit Nickelanode Verwendung fand. Als 
Eichpulver wurde Molybdan verwendet. Als Einstrahlwinkel wurde y, = 42° 40’, 
entsprechend der Querdehnungszahl des Silbers von « = 0-37 gewahlt. Auch hier 
stimmt der gefundene Nullwert der Gitterkonstante a) = 4:0775 A an der verspannten 
Probe vollkommen iiberein mit dem Wert, der an der spannungsfreien Probe gemessen 
wurde. Die Bezugstemperatur war 20° C. 


é Zusammenfassung. 


Ein neues réntgenographisches Riickstrahlverfahren mur “PHizidionsihessung von 
Gitterkonstanten vielkristalliner kompakter Proben wird beschrieben. Das Verfahren — 
besteht darin, daB von der Probe eine Schragaufnahme hergestellt wird, bei der die 
Probe um das Oberflaichenlot als Achse gleichmaBig gedreht wird. : 

Es wird gezeigt, da durch das beschriebene Verfahren die Anzahl der beugenden 
Kristallite erheblich vermehrt werden kann. Es wird durch das neue Verfahren eine 
ahnliche Wirkung wie beim bekannten Abpinselverfahren erzielt. Demzufolge bietet 
das neue Verfahrén Vorteile bei der Untersuchung erobkristalliner Stoffe. ; 

Durch Wahl eines geeigneten Einstrahlwinkels, der sich aus der elastischen Quer- 
dehnungszahl errechnen lat, erhalt man nach dem neuen Verfahren aus einer einzigen — 
Sabie den sog. Nullwert der Gitterkonstafiten der Probe, unabhaingig davon, 
welche Gro®e und Richtung etwaige Spannungen in der Probe auch haben mégen. 
Zufolge dieser Eigenschaft erweist sich das neue Verfahren als besonders wertvoll 
fiir die Untersuchung von Legierungsproben, die Eigenspannungen aufweisen. 

An Hand von Beispielen wird die Durchfiihrung, solcher Aufnahmen beschrieben 
und die Brauchbarkeit des neuen Verfahrens bewiesen. ; 


(Hingegangen am 23. Juni 1946. ) 


Sphirische Aberration dinner Einzellinsen nach D. Argentieri. 
Von H. Watzlawek, Fritzens, Tirol. 


Mit 2 pecs ei cee 


oe Finleitung. 


Ein sears an Kiirze kaum iibertreffbares System der geometrischen Optik 
hat Prof. Dr. Argentieri in seinem Werke Ottica Tnduseraade! veroffentlicht. 
Dieses fiir die optischen Industrien bedeutsame Werk erméglicht es, auBerordentlich — 
viel Zeit an Durchrechnungen zu sparen und ferner statt trigonometrisches ,,Probie- 
ren’ zielbewuBte analytische Lésungsansatze durchzufiihren. Da dieses Werk im 
Gebiet deutscher Sprache allgemein nicht bekannt ist, soll nun im Fall der spharischen 
Aberration diinner Einzellinsen die Uberlegenheit des Argentierisystems gezeigt werden, 
‘sowie dessen Zusammenhang mit bisher in Gebrauch stehenden Systemen. 


2. Grundgleichungen. 


Fa Gebiet paraxialer Strahlen lautet die Schnittweitengleichung fiir eine diinne 


Linse 
1 1 bee ‘ 
So es (n— 1) (+ =. (1) 


und die Brennweitengleichung 


Pre Sera 1 ae 1 1 
ih ? a r b Me u ( ry uP) ) ; (2) 
Gl. (2) in Gl. (1) eingesetzt, ergibt = eS: oder die Brechkraft 
oy Boe elie 5 
bgt pe as: 8 (3) (Arg. 1) 


; D. Arpentiert: Ottica Industriale, U. Hoepli, Mailand 1942. Referate: Z. I 
. strument 
62, 238240 (1942); Zeiss-Nachr. (4) H. 5, 126—128 (1949). sabre ah at 


v 


Mit Hilfe der Argentierikonstanten 


_ n+2 ism m+1) | 
Asa BRS (8) 
erhalt man fiir Gl. (6) die Form: 
2 1 
ee ae B+ = = fl (6a) (Arg. 4a) 


Argentieri bezeichnet , py“ als die ,, Lagengr6é Be“ der Linse, ,,u“‘ als die ,, Formgré Be‘ 

der Linse. Es RracPessinet nun, die Radien durch die Schnittweiten, Brechkrafte und 
Form der Linse ausgedriickt zu erhalten. Dies gelingt leicht mit Hilfe der Gl. (4) 
und @ und es Sone sich: 


1 eee . : 
See te th Boel = 48) (Aze.:6) 
eel eee Fe eS | 
: 1 1 
Roe ee eel. — «  (9a) (Arg. 6a) 


3. Sphirische Aberration einer diinnen Linse. 


Fiir den paraxialen Bereich erhalt man allgemein mit endlichem Abstand des 
eines den Ausdruck:? 


n 1 1 Lye eri Soe ne 2) 
Bhitlse —1)f (ae a: st+ez]— kh (5 ‘\4 k I}: C10)" 
Hierin Fetouten. hy Finfallshohe, a Gegenstandsweite, b Bildweite, f Brennweite, 
k=b, =—a, Gaseremindentite fiir zweite brechende Flache = - Bildweite fiir erste 
brechende Flache. ee ts ; 
Fa tir einen unendlich fernen Gegenstand a = — s, = coerhalt man hieraus 
nf h? n Q2n+1 n+2 
—s,;=a=00 Ar ees 


Fa8t man nun in der Funktion (4s’) = F (k) die GroBe ,,k% als Variable auf, dann 
kann man denjenigen Wert von k suchen, der (4s’) zu einem Minimum macht, der 


2 A. Gleichen: Lehrbuch der geometrischen Optik, S. 116, Gl. (15). B. G. Teubner, 1902. 


somit die giinstigste Pee bestim: 


liefert. die Beziehung : 


1 Sones Dees : pei ae 
sae Kk Minimum eae ea tee Beri ( ) 
und hiermit wird : 5 % 

ra n(dm—1) Bed Vinge eS Opies 
4s)| “gee 7 ep ee 
pv Midd. 22 Se . 
oder mit Hatstey oeecune : : 
/ a hy p\? ~— w(4n—1) fer - hy\s | 
ee (4s) =| 2 ] Goede 1) | 2 y- aa 


‘Wird die Funktion F, (n) fe verschiedene n-Werte ausgerechnet, dann erhalt man 


Tab. 1 und Abb. 1. - 
Tab. 1. 


n | 1 | 12= 2 | 1-4 | 1-5 7 | 4 ae zB 0 fm | 24 


Poi |< 445 ras 7 = ila ae oe 


Man erkennt deutlich, daB mit steigendem Brechungsexponenten die Minimal- 
aberration fiir einen unendlich fernen Gegenstand stark abnimmt. eee: 
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n (4m — 1) 
8 (n—1)?.(n +2) 
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Abb. 1: Funktion EE (@)) == 


4. Gestalt der Linse mit der minimalsten sphirischen Aberration. - 
Im Paraxialgebiet gilt fiir eine diinne Linse mit den bisher angefithrten. GroBen: 


n—] 


pe ia 
n 1 onl 
ace. fe 


Die Gestalt der Linse mit*der minimalsten spharischen Aberration findet man, wenn 
man den Wert kyinimum aus Gl. (11) in GI. (13) einsetzt und die Radien bestimmt. 
Diese Berechnung mége hier mit den Argentierikonstanten aus Gl. (8) durchgefiihrt | 


werden, da diese den Arbeitsaufwand bereits wesentlich verkiirzen. Spiter wird zum 


Vergleich eine viel Eos Ableitung nach Argentieri gebracht. Es ist: 


ate BL a Oy 1 ye 3 
a Bai ee) neh 2A, fea | | pe 


ay 


er ine ‘5 
4 . > . * 
ee eee see ee eee Te 


Se lee RY scl Rete 


—— so 


Erevan ae is ee ae 1) 


5 e . n(n —1) 
3 : ee 2. WA tert) 
: : (/-) eae (C5 + 1) = -+ n(n)” | 
: PAA b L340 Gf) ~ ; 
Se bat aad +e () = ee (14a) 
Pial=4 Leas ae eae 1 
Sr ls 
und hieraus wird analog 
: =, 2A 1 1 deve ® ep | 
* a =F +e = SE (14) 


und fiir das gesuchte Radienverhaltnis erhalt man: 


Bee : fe PSF B10 Aas) 
und schlieBlich 
: aes n(2n + 1)b—(2n?—n— 4) a - oe 
oS : n(2n + l)a— (2n?—n—4)b - (16) ee 
a+oco SETS a ee eS ae :: A 
4 Tab. 2. Ta (m) WH Oe LUT i 
33 
a n ere: 1-2 ee ee PG 2 oes 1-6 
= | | | , 
= F, (n) — 10 — 0°568 ~~ 0°278 oe tLe O1606 —0:0714 
F : —8,=00 : 6. 
: Ts = 16 =T76 = 36" == 60 itr edn rs 
P == A s AS 
n | 168614 1:8 2-0 | 2-2 2-4 
3 OB, (nm) | 0 +0085 |+ = = + 0°20 + 0-291: + 0°364 
’ F — 8 = 66 i y ‘i 
1. = co + 11°78 + 5:0 + 3°44 AeA 
3 Tab. 3 
- 15 2-0 | 2-4 
pees ; : = j | Q1 Qo Q1 Qo \ Q1 Os 
restalt der Li SSE RM SRI oa — — =. \ == aS 
is ee cama x2 P19 | ? P | y 
ae ee te ee pa eee 1 en 
_ Ginstigste Linsenform ...... hee ae + Sr rad eS + a tp | thle) + 0-411 
. "y Th mee : : 
| Sphirrische vensrtion 2 2) Reet em rte a hes + O214)°5£ geias -+- 0°875 + 0°590 
: Konvexplane Linse ................ + 2 | +0 | +1 | +0 | +070 |° +0 
a : ah : ee. eee 7 | 
_ _ Spharische Aberration 05" Figo gs lashes or 0°233 5 oe ee + 0°91 


pts 


Far Bperiaisierens es einen im Unendli , genst 
a@=—8, =o ergibt sich aus Gl. (15) durch ‘Gromawertblaane: sofort 


ae 4+ n%2n2 


tee eee = FP, (n). (17) 


angegeben, um den spateren Vergleich, der 
die Eleganz des Argentierisystems klar er- 
weist, besser hervortreten zu lassen. Die 
Tabellierung der Funktion F, (n) gibt Tab. 3 


ee a i 


positive Werte der Funktion F,(n) nur_ 
positive Menisken mit |+ Tl [4 7;| und 
fiir negative Werte nur bikonvexe Linsen 
mit |—r,|> |+ 7,| die méglichen Gestalten 
. fiir geringste spharische Aberration darstel- 


vexplane Linse. Fir n = 3/2 = 1:5 haben 


Abb. 2. Funktion F, (n) = 


Wertet man diese Beziehung (18) in Tabellenform aus, dann erhalt man fiir’ die 


Brechungsexponenten » = 1°5, 2°0 und 2°4 die Tab. 3. 


Wird die spharische Aberration (4s’’) der Linse giinstigster Form gleich 1 gesetzt, 
dann erhalt man mit zunehmendem Brechungsexponenten die relative epee 
Aberration der konvexplanen Linse: 


n a | oa aN See a a ee em 
Spharische Aberration der konvexplanen Linse | 


- = 1-089 ‘S15 ran: 
Spharische Aberration der Linse giinstigster Form <8 | ees 


‘ 


Hieraus folgt, daB fiir einen »-Wert zwischen 1°5 und 2-0 die beiden Linsen der an-_ 


gegebenen Form beziiglich der spharischen Aberration gleichwertig sind. Der fragliche 


n-Wert betragt, wie bereits angegeben, mritign = 16814, denn dafiir wird nach Tab. 2 
die Funktion F, (n) = 0 und damit r, = oo. Diese Tatsache wird spater noch eleganter 
abgeleitet. Weitere erkennt man, daB noch fiir n nahe 7 xuiticon, der leichteren Her 


_..; Diese Beziehungen (16), (17 17) sind in der 
Literatur bekannt, sie wurden hier nochmals — 


und deren graphische Darstellung Abb. 2. 
Der Abb. 2 entnimmt man, daf fir 


Jen. Fir n = 1:68614 ergibt sich eine kon- 


wir eine bikonvexe Linse vor uns, deren 


~ 


ae oe 4+n—20? _ Vorderradius 7, sich zum Hinterradius r}; 
eted n (2 w+ Vc, : verhalt wie 1: 6. 
Um einen fester Gestaltvergleich zu erhalten, kann man noch folgendermaBen 
vorgehen mit l/r = 0: a 
qd a 
a P= WT Or— ea) = 7? aa (4a) - 
Ry) a: | Peas : Saha 
By Or ee 
: te Seah es on iy Hee esp 
iD etareeeegernc sma) eos say . 
ib 0 1 : ; 
aaa — if —- ] 2 con 
Mom MomNeie Nee years St) 5 


seh fiir geringere Genauigkeitsanspritche ae korivexplane Tanse ae 


af Site: sehr eat, Niherung darstellt. 


PEO AS Ereanzung sei bemerkt, daB dureh Auflosung dex Minimumbedingung fur: po, 
der es. -Bedingungsgleichung: ara 


eee. — @ (do By +1) + @ Ay = 0 


sich ergibt  aetee toe ae | 


-OMinimum = 2° wtn+2 *@ 


. nd damit fir die Minimalaberration 

” P n (4n—1) a Oey ve ho 3 
arb irs (m1 + ay 1) Ca : 
in voller Ubereinstimmung mit Gl. (12a). 


» 


5. Das Argentierisystem. 
“Nach Argentieri* ist die sphirische Aberration proportional dem Ausdruck: 


hy 
= (3) 9 bo 2 ae + Beto?) (19) (Arg. 7) 


‘Es bedeuten: h, Einfallshéhe an der ersten Flache, h, EinfallshOhe an der »-ten Flache. 
Wir behandeln nun das Problem, die Form einer bikonvexen Linse zu finden, 
deren spharische Aberration ein Minimum wird, in eleganter Weise. Dazu bilden 


ee =2A,—2y, und dies gleich Null gesetzt, liefert 


ae tine (20 (Arg. 8) 


Ao 


_ Fir — s, = a = o wird aus Gl. (5) fiir pder Wert » = “ erhalten und Sica in Gl. (20) 
eingesetzt, abe 


1 1 thea boas 
=F lu + Bel=sz[q-+ Bolo 


= ae Bo |p. Se | (22) (Arg. 10) 


1 1 : 
Setzt man in diese Gleichung die ‘Beziehung gp =(n—1) (; a aus (2) ein, 
dann wird: 


aon (tra) 2) 


: 2 = (w- aE ies 
ba i( +a) [ea cote (ate 


ells an ane 


mit 
th =e Bs] 
undweiters — Be, {./.}—1 pa Ta Ay - 
EP te {/-} 
SS ae ate eee (28) (Ang. 11) 
rt. | fp of B,| 
—$,=a=0CO | Ag 


3M. Berek: Grundlagen der praktischen Optik, 8. 105. W. de Gruyter. 1930. 
4D. Argentieri: l.c. S. 28, Gl. (23). — 


b= re y =9}. ie | (21) (Arg. 9) 


Um die Radien zu finden, setzen wir je aus (20) in die Gl. (9), (9a) ein und erhalten: 


Disks Clacings aby. wenn das Argentierisyste 


se Gl. (17) identisch sein! Beweis: — — ae ag HO Pes 
Be eee ni phe epee 1 a on TEC re mee 
Bee, a tie Oe el (m + 2) (n— 1) 4 
und damit : : a 
é : iT EK 2 == iD - e = — ; 
Dae 2 ~~ E 1 
7 Rk ee | eieee . ae ae 20% . 4 
Fir das’ Reispiel einer tees Linas mit n = 1°5 erhalt man: : 
Legaes 7 1 : 
LaF B =8, ft =1—Fa=—@ 
= 4 
eS wie wir bereits friiher erhielten. Mit wachsendem n von n = 1 an atlas, wichst, 3 
a auch der Radius r, und erreicht fiir 7 
os : Wkritisch = pera Sil = 1:68614 
fees a! - : ey den Wert 7, = 00, was aus Abb. 2 sofort zu ersehen ist. Somit haben wir den Fall 
_~—~—s vor uns, dafS diese konvexplane Linse identisch ist mit jener in Tab. 3 angegebenen 
pe = (s. 8.117): | he a 
6. Beziehungen ielaohen Argentierisystem und den Systemen Clairaut- Schleiermacher i 
und Coddington-Taylor. 
a a) Clairaut-Schleiermacher. In diesem, in deutschsprachigen Werken der . 3 
28 -. geometrischen Optik tiblichen System werden zwei Parameter definiert, und zwar 4 
pays der ,,Parameter der Lage“ — und der ,,Parameter der Form“ es Nach . 
__-  Schleiermacher ist die aplianethe Aberration proportional folgendem Ausdruck 
ees.’ Beh he [om yp BOLL oh Sie eee 
a = 4) Oe ee | 
4(n#A) a A ee ae : a ] 
ae hi Cee Ea | a 
_ ‘Dann wird nach Argentieri mit den Konstanten: oe $ 
eae w+ 2 Se wees nm \2 ; 
ae Aa ae == Gy 5 ee = (ee ) | 
eee 3n+1 3 2 ; 
= : ie z Bo Co Reo tice ao Age cures (25) | 
es M4 Gh aay ene Rael | | 
aa Co se Sg a Pay By ee eee See 
x erhalten sat ; : ret 
; : se 
= 4 (5) 9 [Beg oe =F lhe> + (Ay + 2) (=)— 
—(4y By +l) py — 40 a +-4o(Z)]. a (24a) 
a = . 2 4 - 1 i y 2 
x Mit p= — @ aug (5) und w= 7 — yp By +> aus (6a) erhalt man : 
Br 2 1 2 2 } 
‘A n—1 8’ (5 o)B +2 ep et) 
in 2 ( 1 er 2B 2 
Bc s’ \n— 1 0 OPE a Me 
= ~ ig 
* Pr ; : 


2 Die Gl. (5) und (26) sind die Argentieri-Verbindungsgleichungen. Setzt man 
diese in die Argentierigleichung (19) ein, dann wird mittels: 
iti Rae Oa y 1) atl ita 1 1 
age 4 (7) + 4(=) + Beg—4-2-4 4 Bp + +4 Bp 
Pate Ret pt ee lar Ss S eh 
2yn=—(5 —29 \(4—2 + By)=—4-2- 1 tap h iG 
1\a 1 1 é 
+ 4:2-(5)—49—4 Boyt +2 Bog ; 
re hy \4 ] \2 MOM : 

(4s) =(F) -o [Beet 44o([) +44.(5) + 4oBeg—4:2-45 4 
: Se 1 Die aate 1 1 ¥ 
a eee CO tat ote ee 4) 2 nee ere a *¢ 
ay Teva ql ; 1 

| + 4-2(] — 49-4 By + 2 Bgl = | 

hy 4 a <i e ae 

ats (2) 9 |p (Be + Ap BE + 2 By) —4- —_ "(2 Ay + 2) — ess 

biz l Ae 

. —4(A, By + By + ly: +—4 (4B + les a ae 

: : fe lS iar ta oe 

+ 4(do +2) (=) +44.(+). . iy Fee 

Mit den Gleichungen pee, ee: Shs 
Best A, BS 2 By = 4 Be, - an 
2(4.4 1) = 4 = 40, — ce: 
| Mabe Be 2 BO, 1 te 
wird schlieBlich erhalten . i; Saw 
: hy \4 1\2 1\2 Bat hee a 
dpe eresa(2y+ata3y ht oe 

* 5 1 Ay pe 3 NE 

— (2 ByCy + I) p> — (Ao Bo + 1) @ +71: (27) 

. Der Vergleich zwischen den beiden Gl. (24a) und (27) ergibt deren Identitaét, damit ; = 
ist die Gleichwertigkeit des Argentierisystems mit dem Schleiermacherschen bewiesen. : 
Das Argentierisystem hat jedoch, wie man zur Geniige erkennt, den groBen Vorteil ae 5 
einer hervorragenden Kiirze und Eleganz vor allen anderen Systemen voraus. Man 
kann fiir diese Beweisfiihrung auch noch von einer zweiten Variante ausgehen, und i 
zwar dadurch, daB man fiir die Parameter wahlt: ,,Parameter der Lage = + und Fe 2 

 ,,Parameter der Form‘ == = In diesem Falle lauten die Argentieri-Verbindungs- ay fs 
funktionen : ‘ ‘ ee 
ian O 2 ¢ me 

3 y= > + 9, 28) ae 

se 2 picts = 
Care ae (29) a 
Der Beweis erfolgt analog dem vorigen. a 


»  Ingenieur-Archiv II, 2. oes . 9 


H. Watalhwel Spharische Apeaaeon diimner 


»Parameter der Lage“ = % = =——j- 
Ss § (30) 
1 aA 
‘ rs Ae ee : 
Parameter der Form‘’ = o = j i 
* pe ke ate 
T x’ 


Damit lautet die Coddington- -Taylorsche Gleichung fiir die spharische Aberration: 


(de) = (5): 9 Lager tt tote + tet +(2 yy} Gn 


Nach Argentieri erhalt man mit den Konstanten: Aj, Bo, Co und 


A goin eRe Bi FONG 
mar = nm (nm — 1)2? Be =e (<4): (32) 
40, .. 4(v+ 1) 2 3a 2 
oe m (nm — 1)’ ee ae n 
die Gleichung: | : 
=(zy al 2 ot + $90 om + (Ay + 2) a? + Ba. (33) 
Die Argentieri-Verbindungsfunktionen lauten: . 
As | a 
; 34 
b= o(<2 — x) 


womit der Beweis wie beim Schleiermacherschen System zu fiihren ist. Hierdurch 
ist das Argentierisystem auch an das von Coddington-Taylor angeschlossen. Auch 


_ hierbei beweist es seine Uberlegenheit durch Kiirze und Eleganz. 


7. Zusammenfassung. 


Es wurde mehrmals gezeigt, da8 das Argentierisystem fiir die Berechnung der 
spharischen Aberration eine auBerordentliche Kiirzung der Rechnung und eine Eleganz 
besitzt, wie es kein anderes System aufzuweisen hat. 


Die Argentierigleichung (19) ist ebenfalls fiir mehrere Cineon anwendbar. Damit . 
ein optisches System frei von spharischer Aberration ist, mu8 nach Argentieri die 
Summe der spharischen Aberrationen der Einzellinsen 


2a = ay bie th hy Piva (35) 
» einen sehr kleinen Wert geben, sie dart aber erfahrungsgema8 nicht identisch Null sein. 


Argentieri hat fiir die anderen Bildfehler ahnliche einfach gebaute Ausdriicke 
aufgestellt, so dafi durch Lésung eines kurzen Satzes von Bedingungsgleichungen 
sofort ein optisches System frei von den im Ansatz beriicksichtigten Fehlern ist. Die 
Korrektion optischer Systeme erfolgt mittels Anderung der analytischen Ansatz-. 
gleichungen, nicht trigonometrisch. Die trigonometrische Durchrechnung behalt. 
nur den Wert einer genauen ‘Uberpriifung. Hierdurch besitzt dieses neue elegante, 
auBerst zeitsparende System eine ungeheure Bedeutung fiir die praktische industrielle 
Optik. 


Fees ee am 6. September 1946.) 
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Untersuchungen iiber ,gefiahrliche Flachen“ und ,gefihrliche 
Réaume“ mittels des Aeroprojektors ,,Multiplex“. 


Von J. Krames, Wien. 
Mit 9 Textabbiidungen. 


In den nachfolgenden Zeilen wird tiber praktische Versuchsarbeiten berichtet, 
die der Verfasser im Laufe der Jahre 1941 bis 1944 anschlieBend an seine geometri- 
schen Forschungen iiber die ,,gefihrlichen Flachen“ der Luftphotogrammetrie! haupt- 
sichlich im Institut fiir Geodisie an der Technischen Hochschule in Wien ausgefiihrt 
hat. Fiir die freundliche Bereitstellung der hierfiir bendtigten Instrumente sei dem 
_ Vorstand dieses Institutes, Herrn 0. 6. Professor Dr. Th. Dokulil, warmstens ge- 
dankt. Ferner habe ich Herrn Ing. K. Killian fiir die unermiidliche Mithilfe bei 
der Durchfiihrung der Versuche wie auch fiir verschiedene, den Gesichtspunkten 
der Praxis Rechnung tragende Anregungen meinen Dank auszusprechen. 

Es zeigte sich vor allem, daB das beobachtete Verhalten der aufgenommenen 
Bildpaare von ,,gefahrlichen Flichen“ mit deren durch theoretische Uberlegungen 
klargestellten Eigenschaften durchwegs in Einklang steht, sowie, da das erwartete 
,freie Spiel“ der mechanischen Einpassung erstaunlich gro8 wird, sobald zwei nur 
wenig voneinander abweichende Lésungen der Hauptaufgabe in Frage kommen. 
Dariiber hinaus war diesen Versuchen noch ein anderes wichtiges Ziel gesteckt. Wie 
namlich der Verfasser bereits im Jahre 1942 in der Zeitschrift ,,Bildmessung und 
Luftbildwesen“ dargelegt hat,? war noch die Frage zu klaren, in welchem Ausmaf 
eine Gelandeflache von einer solchen ,,gefahrlichen Flache“ abweichen 


mute, damit eine Nebenlésung bei der mechanischen Einpassung 


mit Sicherheit vermeidbar ist. Zu diesem Zweck waren bloB gewisse Erganzungen 
der Versuchsanordnungen erforderlich. Im Zusammenhang mit den Vorbereitungen 
hierzu wurde diese Fragestellung von K. Killian weiter prazisiert, indem er eine Defi- 
nition der zu jeder ,,gefahrlichen Flache gehérigen ,,gefahrlichen Raéume“ ent- 


wickelte. In einer vor kurzem erschienenen Arbeit berichtete er dariiber ausfiihrlicher’ 


und versuchte zugleich auf Grund besonderer geometrischer Vereinfachungen eine 
Berechnung der ,,Breiten‘“’ dieser ,,gefahrlichen Raume‘‘, und zwar fiir sechs in der 
Praxis hauptsachlich in Frage kommenden Falle.* Dabei wurde beispielsweise an- 
genommen, da8B die durch eine mégliche Nebenlésung bedingten Un- 
sicherheiten der mechanischen Einpassung den dreifachen Betrag der 


1 J. Krames: Neue Nebenlosungen einer alten Aufgabe. Anz. Akad. Wiss. Wien,- math.- 
naturwiss. Kl. 77, 172—195 (1940). — J. Krames: Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei 
Perspektiven (Ein Beitrag zur Theorie der ,,gefahrlichen Orter“). Mh. Math. Phys. 49, 327—354 
(1941) [,,Z E“]. — J. Krames: Uber bemerkenswerte Sonderfille des ,,gefahrlichen Ortes 
der photogrammetrischen Hauptaufgabe. Mh. Math. Phys. 50, 1—13 (1941). — J. Krames: 
Uber die mehrdeutigen Orientierungen zweier Sehstrahlbiindel und einige Eigenschaften der 
orthogonalen Regelflichen zweiten Grades. Mh. Math. Phys. 50, 65—83 (1941) [,,M O“]. — 
J. Krames: Der einfachste Ubergang zur Nebenlésung bei vorliegendem ,,gefahrlichen Ort“. 


Mh. Math. Phys. 50, 84—100 (1941). — Auf die zweite und vierte dieser Arbeiten wird in der - 


Folge mit den in den eckigen Klammern angegebenen Abkirzungen verwiesen. 

2 J. Krames: Uber die bei der Hauptaufgabe der Luftphotogrammetrie auftretenden .,,ge- 
fabrlichen‘‘ Flachen. Bildmessg. u. Luftbildwes. 17, 1—18 (1942), insbesondere Nr. 8, 8.17. — 
Bei den Hinweisen auf diese Veréffentlichung wird als Abkirzung ,,B. u. L.‘‘ verwendet. 

3 K. Killian: Uber die bei der gegenseitigen Orientierung von Luftbildern vorkommenden 
gefahrlichen Flichen und ,,gefahrlichen Raume“. Photogr. Korresp. (Wien) 81, 13—23 (1945). — 
Mit Riicksicht auf die in der Geometrie tibliche Ausdrucksweise sei fiir den ,,gefaéhrlichen Raum‘ 
die Bezeichnung ,,gefahrliches Raumgebiet“ vorgeschlagen; in der Folge soll jedoch die 
erstere Benennung beibehalten bleiben. — Uber die genauen geometrischen Begrenzungen dieser 
,gefahrlichen Raumgebiete‘‘ wird der Verfasser demnichst an anderer Stelle berichten. 
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normalen mittleren Orientierungsfehler m, und m, erreichen. Die dieser, 
Annahme entsprechende ,,Breite des »gefabrlichen Raumes‘ stimmt mit den Er- 
gebnissen der oben erwilnten besonderen Versuche ebenfalls ziemlich gut tiberein. 

Zusammentassend iiberblickt man nunmehr erst die eigentliche Bedeutung dieser 


,gefahrlichen Flachen“ fiir die photogrammetrische Praxis. 


1. Zur Durehfiihrung der Versuchsarbeiten sei folgendes bemerkt. Als Aufnahme- 
objekte dienten verschiedene Modelle von ,,gefahrlichen, Flachen“, wie solche bereits 
in ,,B. u. L.“ (s. dort insbesondere Abb. 7, ferner die Raumbilder I und III) naher 
beschrieben wurden. Mit diesen Modellen waren geeignete Ausschnitte aus ortho- — 
gonalen Hyperboloiden oder Kegeln entweder mittels glatter Oberflache und.einge- 
zeichneten Erzeugenden (s. Abb. 1, 4, 5 und 8) oder mittels gespannter Faden (Abb. 2, 

eis 3, 6 und 7) materiell verwirklicht. Diese 

-Modelle wurden fiir die Aufnahmen immer 

so aufgestellt, daB die vier (bei orthogonalen 

Kegeln die beiden) auf der Flache vorhan- 

denen Haupterzeugenden genau waagrecht 

lagen. Zum rascheren Erkennen der Bild- 

inhalte wurden an jedem Modell eine Anzahl 

von Buchstaben A, B,... (Abb. 1 bis 8), 

-manchmal auch kleine schwarze Kreis- 

scheibchen mit weiBem Mittelpunkt (Abb. 4, 
5 und 8) angebracht. 4 

Als Aufnahmekammern wurden‘ sogleich 

die Projektoren des fiir die Auswertungen 

Abb. 1. ' bestimmten Multiplexgerites verwendet 

und ihnen zu diesem Zweck lichtdicht ab- 

schlieBende Deckel aufgesetzt. Damit konnten zugleich alle Fehlerquellen ausge- 

schaltet werden, die sonst mit dem Umprojizieren (Verkleinern) der von anderen 

Kammern gelieferten Bildpaare verbunden waren. 


Die Abmessungen der Modellflachen waren derart gewahlt, daB die aufzunehmenden 
Flachengebiete méglichst nahe an den Ebenen gréBter Scharfe der Multiplexobjektive 
lagen. Vor jeder Aufnahme eines Bildpaares waren beide Bildplatten exakt zu hori- 
zontieren, damit die Bildhauptstrahlen genau auf die in der Ebene JZ des Arbeits- 
tisches vorher festgelegten Grundrisse der Aufnahmezentren O,, O, und hierauf diese 
selbst in der richtigen Hohe oberhalb JT eingestellt werden konnten. Denn O, und O, 
miissen auf der (geometrisch vollstandigen) ,,gefahrlichen Flache“ liegen und auBerdem 
noch weitere Bedingungen erfiillen.t_ Die Projektoren des Multiplexes sind bekanntlich — 
so eingerichtet, da der Hauptpunkt jedes Bildes automatisch festliegt; in den Abb. 1 
bis 8 ist er als schwarzes Scheibchen von 0°5 bis 1 mm Durchmesser leicht aufzufinden. 
Die Verbindungsgerade der Zentren, die Kernachse, war bei den in Nr. 3 besprochenen 
Sonderfallen genau waagrecht, in allgemeinen Fallen (Nr. 2) hatte ihr Winkel 
gegen die Grundebene J/ stets sehr kleine Werte. Bei der Wahl der Basisstrecke 
O,, O, wurden selbstverstaindlich die in.der Praxis tblichen Bedingungen (Flug- 
hohe, Bildtiberlappung usw.) tunlichst eingehalten. 


* 8. auch weiter unten in Nr. 2. — Die Annahme der verschiedenen Zentrenpaare 0,, O, 
erfolgte auf Grund von genauen darstellend-geometrischen Konstruktionen, die in sehr groBem 
MafSstab mittels einer ,,ISIS‘‘-Zeichenmaschine ausgefiihrt wurden. Wie durch wiederholte 
Uberprifung festgestellt werden konnte, waren die so gewonnenen Koordinaten von 0, und O, 
bis auf geringe Bruchteile von Millimetern genau. Zur Ausfiihrung soleher Konstruktionen gehoéren 
allerdings viel Erfahrung und zeichnerisches Fingerspitzengefiihl. Die rechnerische Vorbereitung 
der Versuchsaufnahmen ware jedenfalls weitaus umstindlicher gewésen. 
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h dem Entwickeln der Negative wurde jedesmal zuerst die urspriingliche 
Stellung der Projektoren wiederhergestellt und die beiden Zielstrahlbiindel zur 
Kontrolle abermals auf die in Aufnahmestellung gebrachte Modellflache eingepaBt. 


Es geschah dies u. a., um allfallige Zentrierungsfehler der Platten vor dem weiteren 
Arbeiten zu_beseitigen. 


Beim gegenseitigen Orientieren der Zielstrahlbiindel wurde das. Verschwinden 
der y-Parallaxen immer mit Hilfe von Lupen sowie durch starkes Kippen der 
Projektionstischchen tiberpriift. Insgesamt kamen rund 30 Bildpaare zur Verarbei- 


tung. Diese verhaltnismaBig kleine Anzahl von Versuchen rechtfertigt sich vor allem 


wegen der mannigfachen einschriinkenden Bedingungen, denen derartige Aufnahmen 
in den praktisch méglichen Fallen unterworfen sind.® 


Abb. 2. e Abb. 3. 


2. Allgemeine Falle mit je zwei verschiedenen Lésungen der Hauptaufgabe, bei 
denen also die geometrisch exakte Orientierung der beiden Zielstrahlbiindel auf zwei 
verschiedene Arten méglich ist, liegen bekanntlich vor, wenn die Aufnahmezentren O,, 
O, auf zwei ,,adjungierten“‘ Erzeugenden ¢,, e, der ,,gefahrlichen Flache“‘ angenommen 
wurden. Statt jeder naheren Erlauterung sei auf ,,Z E“, Nr. 4 und Nr. 6, und die 
dort beigelegten Raumbilder I bis IV verwiesen. Bei der Bearbeitung dieser Fille 
wurde das Hauptgewicht auf solche, fiir die Praxis ,,besonders gefahrliche‘‘ Annahmen 
gelegt, bei denen Haupt- und Nebenlésung nur wenig voneinander verschieden sind 
(vgl. wieder ,,Z E“, Nr. 7, A, Punkt 3, oder ,,B. u. L.“, S. 12), wo also e, und e, (auf 
der geometrischen Fortsetzung der aufgenommenen Flache) sehr nahe neben einer 
Haupterzeugenden verlaufen. In Abb. 2 und 3 ist ein derartiges Bildpaar in Diapositiv- 
stellung vergréBert wiedergegeben. Bei diesem Beispiel betrug die Basisstrecke 
b = 120°5mm und das aufgenommene orthogonale Hyperboloid hatte folgende 
Achsenlangen: 

2@¢ = 360mm, 26 =— 328mm, ..2¢= 787 mm: 


Wenn nun ein Bildpaar von dieser Beschaffenheit ausgehend von der Aufnahme- 
lage in die zweite mégliche Orientierung gebracht werden sollte, so zeigte sich sofort, 


' daB das ,,Sich-Schneiden“ zugeordneter Zielstrahlen bei gewissen Bewegungen der 


beiden Projektoren, bei denen die Verkantungen (x-Bewegungen) vorherrschend waren, 
immer noch ziemlich genau erhalten blieb, wie dies ja auch auf Grund der theoretischen 
Uberlegungen zu erwarten war. Wegen dieses Umstandes konnte das mechanische 
Einpassen der zweiten méglichen Orientierung vorerst nicht ausgefiihrt werden. 


5 Vgl. auch K. Killian: A.a.0., 8. 18, Punkt C, a. 


- Gleiches marde aon fiir die Usipeloatae selbst gegolten nabon” wenn die Aufnahme-— 
stellung nicht eben bekannt gewesen ware. 

Um die Nebenlésung dennoch exakt einzustellen, wurde favorimale auf Ceunti 
darstellend-geometrischer Konstruktionen) wie folgt vorgegangen: Wie bereits bekannt 
ist, stehen bei festgehaltenen Aufnahmezentren O,, O, fiir den Ubergang von der 
Aufnahmestellung zur Nebenlésung innerhalb jedes Bindels co! Drehachsen d,, dz 
zur Verfiigung. Diese liegen in den Symmetrieebenen zwischen der ursprtinglichen 
Kernachse k, = k, und den durch O, bzw. O, gehenden adjungierten Erzeugenden €3 
und e,. Von Aisaan ‘Ebenen kommen fiir unsere Versuche nur jene beiden — wir be- 
zeichnen sie mit o, und o, — in Betracht, die den spitzen Winkel zwischen k, und e, 
bzw. zwischen k, und e, halften.6 Von diesen Ebenen o, und o, wurden die Spuren 8; 
bzw. s, auf der waagrechten Grundebene JJ (Nr. 1) ermittelt. Auf /7 befanden sich 
ferner beim Projizieren des in Aufnahmelage gebrachten Bildpaares die Zentralbilder 
von Erzeugenden f der anderen Schar, das sind solche, die e, und e, im Raume schneiden. 
Fiir jedes der Biindel wurde sodann eine solche Erzeugende f, bzw. f, ausgewahlt, 
deren Zentralbild auf 7 die zugehérige Spur s, bzw. s, in einem nicht ungiinstig 
liegenden Punkt F, bzw. F, trifft. Weil jede dieser Erzeugenden /,, /, der anderen 
Schar in der Nebenlésung zu einem Kernschnitt zweiter Ordnung der nunmehr ver- 
zerrten Modellflache wird,? kann man jedes der Biindel um den Zielstrahl O, F, bzw. 
O, F, so lange verdrehen, bis die auf /7 vorhandenen Zentralbilder dieser Erzeugenden f, 
bzw. f, durch den Schnittpunkt K der Kernachse mit der Grundebene J7 gehen, 
d. h. bis diese Bilder mit den vorher konstruktiv festgelegten und auf J7 gezeichneten 
Geraden F, K bzw. F, K zusammenfallen.2 In der damit gewonnenen neuen Lage 
der Biindel sind die adjungierten Erzeugenden e,, e, in die Kernachse tibergegangen, 
so daB die beiden Biindel durch eine weitere gegenseitige Verdrehung um diese Achse 
~in die gesuchte zweite Orientierung gelangen. Dies konnte wegen der nahezu waag- 
rechten Lage der Kernachse (die auch wahrend des ganzen Vorganges ungeandert 
blieb) im wesentlichen durch eine Querneigung (w-Drehung) des einen Projektors 
und darauffolgende geringfiigigere x- und g-Korrekturen leicht bewerkstelligt werden. 
Bei drei der ausgefiihrten Beispiele ergaben sich so fiir die Einstellung der Projektoren 
in der Nebenlésung gegenitiber der Aufnahmestellung (x, = x, = 9; = g2 = @, = 
= w, = 0) folgende Werte: 


A.. Links: x, = + 68 39° Rechts: x, = + 68 39° 


g, = — 28 51° G, = —— 08 84° 
@, = le re @, = — 08 25° 
B. Links: x, = + 78 97° Rechts: x, = + 78 41° 
o, = — 28 60° %, = — 08 54° 
w, = + 28 86° W, = + 08 42° 
C. Links: x, =— 519° ~— Rechts: x, = — 58 28° 
o, = + 28 13° G2 = + 08 46° 
wo, = — 18 22° Sa = Gh gIs 


Bei A und bei B ware in der Praxis die Nebenlésung als solche leicht zu erkennen, 
weil man annehmen darf, daf der Kantungsunterschied zwischen je zwei Folgebildern 


° §. ,,.M 0“, insbesondere Satz 1 und 3. — Da zusammengehérige Paare von Drehachsen d 
ds Uae Strahlbiischel bilden, ist fiir das Weitere gegenstandslos. 

7 Vel. ,.2 Eo; Nr. 6 oder Bee Weeds 

8 Der Punkt K lag bei dem unten angegebenen Beispiel B 32°5 m rechts vom Zenbeain Ox 
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eines Aufnahmefluges hoéchstens rund 5° =~ 5°6® betragt. Hingegen weicht im Fall C 


die Nebenlésung so wenig von der richtigen Orientierung ab, da8 hier auf Grund 


der im Flugzeug registrierten Daten noch keine Entscheidung iiber die richtige 
Auswahl zwischen den beiden moglichen Lésungen getroffen werden kénnte. Dariiber 
hinaus ware die genaue Rekonstruktion des aufgenommenen Gelindes auch wegen 
des schon erwahnten ,,freien Spieles‘‘ der in orientierter Lage befindlichen Biindel 
vollig illusorisch. Hatte man namlich im Beispiel © die Projektoren anstatt durch 
die angegebenen Winkel bloB durch die halben oder durch die negativ genommenen 
oder die doppelten Winkel verdreht, so blieb die Orientierung der Biindel immer noch 
auffallend genau erhalten. Aus diesen Versuchen ergab sich die erstaunliche Fest- 
stellung, daB das ,freie Spiel der orientierten Zielstrahlbiindel bei 
Vorhandensein zweier nur wenig voneinander abweichenden Lésungen 
der Hauptaufgabe bis iiber 6% der p-, 48 der w-Bewegungen und bis 
tber 16° der x-Bewegungen der Projektoren betragen kann. 

Dieses ,,freie Spiel‘ wire aber. noch bedeutend umfangreicher, wenn man 
y-Parallaxen zugeordneter Zielstrahlen bis zu etwa einem halben Millimeter auBer 
acht lieBe. Soleche waren wahrend der Versuchsarbeiten besonders in der Nahe des 
oberen und unteren Bildrandes hiufig zu verzeichnen. Ware bei einem Ahnlich ge- 
formten Gelinde an diesen Stellen eine Waldpartie oder eine andere topographisch 
ungiinstige Oberflachenbeschaffenheit vorhanden, so kénnte sogar jede innerhalb 

dieses erweiterten ,,freien Spieles“ mégliche Orientierung falschlich als die richtige 
' angesehen werden. Die besondere ,,Gefihrlichkeit‘‘ derartiger Gelindeformen tritt 
somit durch diese praktischen Versuche deutlich in Erscheinung. 

Um auch die durch die geschilderten Unsicherheiten bedingten ,,Modellverbie- 
gungen“ kennenzulernen, wurden die behandelten Bildpaare in ihren von der Haupt- 
lésung verschiedenen Orientierungen mittels des Multiplexes ausgewertet. Dabei 
hat ein von K. Killian erdachtes und angefertigtes Hilfsgerat sehr gute Dienste ge- 
leistet. Es bestand im wesentlichen aus einem linealférmigen Projektionstischchen 
mit eingezeichneter Mittellinie, das zwischen zwei Saulen in verschiedenen Neigungen 
einstellbar war. An den Saulen waren lotrechte Skalen und FuBmarken angebracht. 
Damit konnten alle im Raum auf einer Erzeugenden der Modellflache liegenden Punkte 
in einem Arbeitsgang rasch kartiert werden. Die auf diese Weise festgestellten Ver- 
zerrungen waren in keinem Fall geringfiigig, was auch damit tibereinstimmt, daB die 
exakte Nebenlésung stets eine quadratische Verzerrung der aufgenommenen Flache 
ergibt (s. ,,Z E“, Nr. 5 und ,,B.u. L.“, 8. 11). 

3. Der Sonderfall mit zusammenfallenden Lésungen der Hauptaufgabe, bei dem 
K. Killian, a. a. O., S. 14, fiir die aufgenommene Flache die Bezeichnung ,,gefahr- 
liche Flache im engeren Sinne“ vorschlagt, wurde ebenfalls in die Versuchs- 
arbeiten einbezogen. Ein solcher Fall liegt immer vor, wenn das Aufnahmeobjekt 
ein orthogonales Hyperboloid oder ein orthogonaler Kegel (insbesondere ein Dreh- 
zylinder) ist und die Zentren O,, O, auf einer der Haupterzeugenden der Flache an- 
genommen werden. Diese Erzeugende bildet hier also zugleich die Kernachse k, = kz 
(s. ,,.Z E“, Nr. 7, A, Punkt 3 und 5, C, Punkt 8, oder ,,B. u. L.“, 8. 12 und Abb. 14). 
Ein Bildpaar von dieser Beschaffenheit geben die Abb. 4 und 5 wieder. Hierbei war 
die Basis 0,0, = b = 200 mm lang, und die durch O, bzw. O, gehenden Kreisschnitte 
der ,,gefahrlichen Flache“ hatten die Halbmesser 7, = 181 mm bzw. r, = 195 mm. 
Die Hauptpunkte dieser Aufnahmen liegen zufolge der besonderen Aufstellung der 
Modellflache (s. Nr. 1) auf dem Bildpaar der Haupterzeugenden A B, die zu der als 
Kernachse verwendeten Haupterzeugenden parallel ist. 

In jedem solchen Fall war wieder die gegenseitige Beweglichkeit der in orientierter 

‘Lage befindlichen Zielstrahlbiindel festzustellen. Exakt geometrisch gesprochen, 


ao 
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gobi tien derartige Bindel gewisse. -jufinitentmede Verds ungen um : 
Drehachsen d,, d,, die durch O, bzw. O, gehen. Diese Achsen enon in _jenen Kern- 


-ebenen o, bzw. os, die im Punkt O, bzw. O, auf die dort vorhandenen Tangential- | 


ebenen an die aufgenommene Flache senkrecht stehen.® Fiir das Beispiel in Abb. 4 


und 5 wurden insbesondere jene beiden Drehachsen d,, d, herausgegriffen, die gegen 


die Kernachse unter dem gleichen Winkel y, = x — y, geneigt sigd. Auf konstruktivem 
Weg ergaben sich sodann die Winkel von d, und d, gegen die Koordinatenachsen 
_(wobei O, O, wie iiblich als x-Achse und die phone normal zu JJ angenommen wurde) 


sowie tg y, = — tg py, = 626. Daraus folgt fiir das Verhaltnis der infinitesimalen 


Winkel d6,;:d6, der Verdrehungen!? um d, bzw. dy: 
dé, : dd, = 7, sin 62:7, sin 6, = 325 : 301. 


Zerlegt man diese Verdrehungen um d,, d, nach dem Satz vom Geschwindigkeite- 
parallelepiped in je eine infinitesimale x-, y- und w-Drehung der et Projektoren, 


Abbe e a 


so sind die zugehérigen Drehwinkel dx, dg, dw, baw. dxz, dy, dw, den Richtungs- 


parametern von d,, d, proportional. Zufolge dd, : dd, = 325: 301 erhalt man schlieBlich: 


Links: * “d= 320 = Kk; Rechts: dx, = 274:5-k 
do, = 265-k dy, = 114-k 
do, =—51-k °° dw, = 47:5-k 


und darin bedeutet & eine infinitesimale Konstante. Es handelte sich sodann um jene 
gentigend kleinen, endlichen Werte von h, fiir welche die beiden Biindel nach diesen 
Verdrehungen immer noch eine Lage einnehmen, die von einer orientierten praktisch 
nicht zu unterscheiden ist. Da die auBersten noch einstellbaren Orientierungen bei 


D. Links: x,=-+12 7 Rechts: x, = +08 92¢ : 


9G, =: 08 . G° Po = + CE 3° 
@, = -— Ce 1% @, = + CE 16° 
* §. ,,M O“, Nr. 6, insbesondere Satz 10. — Auch hier bilden entsprechende Drehachsen- 
paare da d, projektive Strahlbiischel (vgl. FuBnote 6). 
0 8. MO“, Nr. 6, Gl. (11), wo solche Beziehungen erstmalig abgeleitet wurden. 


ON a Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV,- 3, S. 227. 
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a t waren, betrug das ,,freie Spiel“ der orientierten Biindel im vorliegenden 

iS Beispiel bloB + 2°18 (links) und + 1:8% (rechts) der x-Bewegungen, ferner -+ 0°24 

_ baw. + 0°8% der p- und rund - 0°38 der w-Drehungen. Demnach lag hier der gréBte 
in Frage kommende Wert von k& bei + 1/,° (~ 11”). 

_ Auch bei allen anderen Beispielen von ,,gefahrlichen Flachen im engeren. 

Sinne“ war das ,,freie Spiel wesentlich enger begrenzt als bei den 


: Abb. 6. | . Abb. 7. 
. unter Nr.1 besprochenen Fallen. Dies stimmt ebenfalls mit den bereits anlaBlich 
der geometrischen Forschungen ausgesprochenen Vermutungen iiberein.” 


_ 4. Die mit den ,.gefihrlichen Flachen“ 
verbundenen ,,gefahrlichen Riume“ (siehe 
Einleitung) waren schlieBlich Gegenstand 
zahlreicher weiterer Modellversuche. Um 
die ungefahren Abmessungen dieser Riume 
festzustellen, wurden unter den gleichen 
Bedingungen, wie unter Nr. 2 und Nr.3 
geschildert, verschiedene Bildpaare von 
»gefahrlichen Flachen“ hergestellt, wobei 
nunmehr jedem Modell eine Anzahl gerader 
Stabchen beigefiigt war, welche Skalen 
(s. Abb. 6 und 7) oder in regelmaBigen 
Abstanden angebrachte Punkte (Abb. 8) 
trugen. Diese Staibchen waren so aufge- 
stellt, daB sie von den Zentren aus leicht 
einzusehen und gegen die Modellflache 
unter rund 45° geneigt waren. Nach Her- 
stellung der beiden jeweils méglichen Orien- ie ee Abb. 8. 
tierungen, die vorerst (ohne Riicksicht 
auf diese Staibchen) wie unter Nr. 2 und 3 beschrieben, am Multiplex erfolgte, 
lieB sich sodann leicht priifen, bis zu welchen Stellen auf den einzelnen 

Stabchen auch in der Nebenlésung noch keine y-Parallaxen auftraten. 
Die Ergebnisse waren folgende: 

a) Bei allen Fallen mit getrennten, jedoch nur wenig voneinander 
abweichenden Lésungen der Hauptaufgabe (wie solche in Nr. 2, Beispiel A, 
B und € vorliegen) gibt es in der Nebenlésung parallaxenfreie Punkte, 
die s = 3 bis 5mm von der Modellflache entfernt liegen. Insbesondere 
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12 Vogl. ,,Z E“, Nr. 7, A, Punkt 3, oder:,,B. u. 1p Oa at eee 
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sind die gréBeren parallaxenfreien Entfernungen von der Flache bei 


jenen Fallen (wie etwa C) zu verzeichnen, bei denen die Verkantungs- 
winkel x, x, zwischen Haupt- und Nebenlésung die kleineren Werte 
haben. 3 

b) Bei den ,,gefahrlichen Flachen im engeren Sinne“ (Nr. 3) gibt es_ 
bei den von der Hauptlésung am starksten abweichenden Orientie- 
rungen (wie etwa im Beispiel D fiir k = +1/;°) parallaxenfreie Raumpunkte, 
die bis zu 30mm von der Modellflache entfernt sind. 

c) In beiden Fallen war tiberdies zu beobachten, da die in Rede 
stehenden Punkte in der Nahe der zur Grundebene J// (Nr. 1) normalen 
Kernebene von der Modellflache etwas weiter entfernt liegen als am 
_oberen oder unteren Bildrand. ee oe 

Da beim Multiplex mit einem Modellmafstab-von 1: 2500 bis 1: 10000 zu rechnen 
ist, erkennt man somit, daB in der Natur die Abweichungen aufgenommener 
Gelandepunkte von einer mathematisch definierten ,,gefahrlichen 
Flache‘ ® im Fall a rund 12m bzw. bei kleinem Ma8Sstab 50m und 
im Fall b rund 75 bzw. 300m betragen kénnten, ohne da8 mit Hilfe 
solcher Punkte die durch ® bedingte Unsicherheit der mechanischen 
Kinpassung zu beseitigen ware. , 

Die damit experimentell festgestellten ,,Breiten‘‘ der ,,gefahrlichen Raume“ 
stimmen mit den von K. Killian, a. a. O., S. 22, berechneten ziemlich gut tiberein. 
Dabei ist jedoch zu beachten, daB dort als Verkantungswinkel x = 30’ = 56° voraus- 
gesetzt wurde. Wiirde man in die von Killian, a. a. O., 8. 17 und S. 21f., verwendeten 
Gl. (1) und (10) beispielsweise die zu C und D gehorigen Werte x ~ 5% bzw. x = 1& 
einfiihren, so ergabe sich als ,,Breite“ des ,,gefahrlichen Raumes* (im MaBstab des 
Modelles) 2s ~ 8 mm bzw. 2s ~ 38 mm, also 80 bzw. 65% der gemessenen ,, Breiten“ 

Die unter ¢ erwihnten Beobachtungen stehen mit Killians Ausfiihrungen ebenfalls 
im Einklang. 

Um obige Ergebnisse richtig einzuschatzen, hat man sich noch besonders 
vor Augen zu halten, da&B fiir jede beliebig geformte Gelaindeflache, die 
(soweit die Aufnahme reicht) innerhalb eines solchen,,gefahrlichen Raumes* 
verlauft, das mechanische Einpassen zwangliufig mit Fehlern behaftet 
ist, die gréfer sind als die normalen (bei nichtgefahrlichen Riumen auftre- 
tenden) Orientierungsfehler. 

Darnach 148t sich jetzt auch ermessen, welche einschneidende Bedeutung 
der Tatsache zukommt, da zu je zwei im Raum beliebig gewahlten Auf- 
nahmezentren O,, O, eine Mannigfaltigkeit von o® geometrisch definierten 
»gefahrlichen Flachen“® und eine dementsprechende Mannigfaltigkeit 
,»gefahrlicher Raume“ gehort. 

5. Eine wichtige Auswirkung des ,,gefiihrlichen Raumes“ auf das praktische Orien-— 
tieren sei noch kurz beriihrt. Da beim mechanischen Einpassen der Bildpaare gewohn-_ 
lich mit sechs Punktpaaren begonnen wird," erhebt sich vor allem die Frage: Wann 
liegen sechs verschiedene Gelindepunkte innerhalb eines ,,gefahr- 
lichen Raumes‘‘? 


8 Vel. etwa ,,Z EK“, Nr. 4 und Nr. 6 oder ,,B. u. L.‘, 8. 11. — Bei Verwendung eines anderen 
Doppelprojektors an Stelle des Multiplexes wiirden wir mit Ahnlichen Versuchen zu Zahlen- 
werten gelangen, die sich aus unseren Werten vermutlich durch eine (der Orientierungsgenauig- 
keit des Gerdtes entsprechende) ungefihr proportionale Anderung ergeben. — Dennoch wire - 
die Durchfiithrung solcher Versuche — besonders fiir eine héhere Instrumentgenauigkeit als 
beim Multiplex — sicherlich sehr aufschluBreich. 

“5S. u. a. K.Schwidefsky: Luft- und Erdbildmessung, 2. Aufl., S. 102. Leipzig und 
Berlin, 1939. : 


_verschiebbar und betrachtet man die in \ 
Abb. 9 angedeuteten Querschnitte durch “es 


Wis: durch frithere ey eeiehs Untersuchungen bereits Klargestellt wurde, sind 
durch je fiinf von sechs Punktpaaren eines Eobebench Bildpaares im allgemeinen 
je elf (zum Teil imaginare), insgesamt also 6 x 10 + 1 = 61 gegenseitige Orientierun- 
gen der beiden Aufnahmen bestimmt. Von diesen geometrisch moglichen -Lésungen 
der Hauptaufgabe (die zum Teil auch zusammenfallen kénnen) greifen wir nun jene 
heraus, bei denen auch die zum jeweiligen sechsten Punktpaar gehorigen Zielstrahlen 
sich schneiden. Fir jede Lésung der letzteren Art suchen wir ferner die durch je 
fiinf der damit bestimmten Raumpunkte P; (und die Zentren O,, O,) gehenden ,,ge- 
fahrlichen Flachen“!¢ © und untersuchen sodann, ob die dem vorliegenden Bildpaar 
entsprechenden Ausschnitte aus diesen Flachen deren ,,gefahrlichen Gebieten‘‘?? 
angehéren. Die dann noch in Frage kommenden Flachen © sollen mit ©; bezeichnet 
werden. Wenn auch der sechste Raumpunkt P, im allgemeinen auf keiner solchen 


Flache ®; liegen wird, ist dennoch mit der vy 


Méglichkeit zu rechnen, daB P, in einem 4 
der ,,gefahrlichen Raume“ ; liegt, die mit ; \ 
den Flachen ©; verbunden sind. Denkt oe 


man sich nimlich P, etwa lotrecht im Raum 


acs 


diese Raume ‘f;, so sieht man ohneweiters, NANNY a Ss “i 
daB P, (innerhalb des tiberhaupt méglichen WAN 2%:, ply, ip 
1 


Aufnahmegebietes) auch einem solchen Raum ‘ 

ii; angehéren kann, wobei die Wahrschein- tage 

lichkeit hierfiir durchaus nicht sehr klein tUyy 7% 
sein mub. 2 


Aus diesen Uberlegungen erkennt man, 
da die oben aufgeworfene- Frage, 
deren Beantwortung fiir das praktische Auswerten zweifellos sehr wichtio ware, in 
allgemeinen Fallen kaum entschieden werden kann. Denn dae rein geo- 
metrische Orientierungsaufgabe fiir fiinf beliebige Punktpaare eines Bildpaares ist 
bishér ebensowenig in praktisch brauchbarer Form gelést worden wie die Aufgabe, 
durch fiinf Raumpunkte die zu zwei gegebenen Aufnahmezentren O,, O, gehorigen 
,gefahrlichen Flachen‘*’zu legen. An obiger Erkenntnis wiirde sich im allgemeinen 
kaum etwas andern, wenn in den Gelandebildern neben den sechs Punktpaaren auch 
deren Umgebungen in Betracht gezogen werden, wie dies fiir das mechanische Ein- 
passen oft empfohlen wird. Denn diese Umgebungen werden ja ebenfalls 
(zum Teil oder zur Ganze) innerhalb eines der betrachteten ,,gefahrlichen 
Raume“ liegen. Wenn aber mit den gewahlten sechs Punktpaaren eingepaBt wird, 
ohne vorher zu priifen, ob die entsprechenden Raumpunkte einem 
»gefahrlichen Raum“ angehéren oder nicht, so kénnte vorerst eine 
»Nebenlésung eingepaBt werden, die sich bestenfalls hinterher als 
unbrauchbar erweisen wiirde. Die Orientierungsarbeit mite sodann mit 


Abb. 9. 


16 RE. Kruppa: Zur Ermittlung eines Objektes aus zwei Perspektiven mit innerer Orientierung. 
S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 122, 1939—1948 (1913). — Da wir nur ,,Zielstrahlen“ (Halb- 
strahlen) und nicht ,,Sehstrahlen‘‘ im poe ne Sinne betrachten, werden im folgenden 
die sog. ,,erginzenden Orientierungen“ (s. ,,Z E“, Nr. 1, 8. 332) auSer acht gelassen. 


16 Es gibt im allgemeinen zebn solehe Flichen, von denen allerdings nicht jede ein zwei- 
dimensionales Kontinuum reeller Punkte aufweisen mub. 

17 8. .B. u. L.*, S. 13, und den vom Verfasser angeregten und geforderten Aufsatz: A. Wun- 
derlich: Zur Eindeutigkeitsfrage der Hauptaufgabe der Luftphotogrammetrie. Mh. Math. Phys. 
50, 151—164 (1941). 
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anderen sechs Pankipasten von neuem  yuonnre nen ofc? dabei eine- es 
Gewahr fiir das Einpassen der richtigen Orientierung zu bieten. + 
Wie diese Unsicherheiten, nachdem sie einmal erkannt sind, vermieden werden 
kénnen, soll bei einer anderen Gelegenheit noch ausfihrlich erértert werden. Hier 
sei dariiber hinaus blo® bemerkt, daB diese Schwierigkeiten der Luftphotogrammetrie 
jedenfalls dann restlos beseitigt waren, wenn es gelange, die absolute Orientierung 
der Luftaufnahmen bereits wahrend des Aufnahmefluges hinreichend 
genau zu registrieren. Damit bestatigt sich neuerdings, daf die Bestimmung _ 
der auBeren Orientierung von Luftbildern (im Hinblick auf die Uberbriickung 
festpunktloser Raume) derzeit als eine Kernfrage der Luftphotogrammetrie 


anzusehen ist. 
(Eingegangen am 10. Mai 1947.) 


Die Temperaturverteilung im Ziehgut beim Drahtziehen. 
Von H. Korst, Wien. 
Mit 2 Textabbildungen. - 


- Kritische Untersuchung der Ergebnisse eines bekannten Naherungsverfahrens zur Bestraiae 
ae Téemperaturverteilung im Ziehgut infolge Forménderungs- und Reibungsarbeit. Ausgehend 
von der Differentialgleichung des Warmeleitungs- und Warmetransportproblems wird nach 
Einfihrung plausibler Idealisierungen die geschlossene Lésung der gemischten inhomogenen 
Randwertaufgabe gewonnen. Fur die vor allem wichtige Oberflachentemperatur am Ziehgut 
erweisen sich die Werte der Naherungsmethode als befriedigend bestatigt ; beim Temperaturver- 
lauf im Innern des Ziehgutes ist dagegen die Ubereinstimmung weniger gut. 


Die beim Ziehen auftretenden Temperaturerhéhungen im Ziehgut sind einerseits 
durch in Warme umgesetzte Forminderungsarbeit,! andererseits durch die Reibung 
zwischen Drahtoberflache und Ziehdiisenwand bedingt. Wahrend erstere mit guter 


- Begriindung als konstant tiber den Drahtquerschnitt angesehen werden kann, wenn 


man von den zusatzlichen Schiebungen in Diisenwandniahe absieht,? ist der Beitrag 
der Diisenreibung innerhalb des Ziehhols im wesentlichen auf eine diinne Randschicht 
des Drahtes beschrankt, wo erhebliche értliche Temperatursteigerungen auftreten. 
Dies hat zur Folge, da. insbesondere bei hohen Ziehgeschwindigkeiten mit starker 
Diisenerwarmung, Beeintrachtigung der Schmierverhaltnisse und schlieBlich auch 
mit dem Auftreten betrachtlicher Zugeigenspannungen im Ziehgut gerechnet werden 


-mu8.3 Aus diesem Grund erweist es sich fiir die Praxis als notwendig, gestiitzt auf 


theoretische Uberlegungen zur sicheren Beherrschung der a ee 
zu gelangen.* 

Von E. Siebel und R. Kobitzsch® ist ein Verfahren zur Berechnung der 
Temperaturverteilung angegeben worden, welches die gewiinschte Klarung anstrebt. 
Ks fallt jedoch an dieser Arbeit auf, da zur Ableitung der Formeln, bei Beachtung 
des durch die Warmezufuhr am Diisenrand bedingten Temperaturgradienten und 
der Gesamtmenge der durch den Drahtquerschnitt transportierten Wiarme, itber 
die Art der Temperaturverteilung itiber den Querschnitt (parabolisch) von vorne- 
herein verfiigt wird. ‘Da diese Annahme die Differentialgleichung des physikalischen 


1 A. Eichinger und W.Lueg: Mitt. Kaiser-Wilhelm-Inst. Eisenforsch. Diisseldorf 28, 
21—30 (1941); Stahl u. Eisen 61, 275 (1941). 

2 E. Siebel und H. Hiithne: Mitt. Kaiser-Wilhelm-Inst. Eisenforsch. Diisseldorf 13, 43—62 
(1931); Stahl u. Eisen 51, 597 (1931). 

° E. Siebel und R. Kobitzsch: Die Erwiirmung des Ziehgutes beim Drahtziehen. Stahl 
u. Eisen 68, 110—113 (1943). 

4 W. Lueg: Temperatur- und Kraftverhiltnisse beim Ziehen durch Mehrfachdissen, Stahl 
u. Eisen 68, 113 (1943). 


mies * Ps 
beim Drahtz hen. 4 


rganges ohne sie zu beriicksichtigen a zu erfiillen — offenbar ersetzen muB, 
Perachoint es zunichst fraglich, ob die damit zweifellos erreichte Einfachheit der 
_ Problembehandlung durch deren Ergebnisse gerechtfertigt wird. 
3 Eine exakte Behandlung des Problems erscheint jedenfalls geboten. 
4 Nach Ausbildung eines stationaren Temperaturfeldes in einem mit der Diise fest 
_verbundenen Koordinatensystem fiihrt die Warmebilanz fiir ein Raumelement auf 8 
‘die Differentialgleichung fiir das Temperaturfeld: 


4 2 Ae — a Dy) o= =, (1) 
worin 8 °C die Ubertemperatur gegeniiber der Eintrittstemperatur des ag 
= Ziehgutes in die Diise, oe 
3 : ¢ keal/kg ° die spezifische Warme, a: a ; 
y kg/cm’ das spezifische Gewicht, = 
4 kealfems° den Warmeleitungskoeffizienten, =a 
vy cm/s den Vektor der Geschwindigkeit des Ziehgutes, i 
F, m keal/em’s die durch Formanderungsarbeit pro Volums- und Zeiteinheit es 
im Ziehgut erzeugte Weraniienac bedeuten. ee 
Gl. (1) stellt eine inhomogene lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung dat, (7a 
die nach Vorgabe der speziellen Randbedingungen zu lé-en ist. i 
Fiir den vorliegenden Fall kann man ohne Verzicht auf quantitative Genauigkeit Seere 


des Ergebnisses folgendes voraussetzen: 


1. Eine Behandlung als ebenes Problem ist bei nicht zu kleinen Drahtstdrken he: 
mit Riicksicht auf die zu erwartende geringe ,,Hindringtiefe‘‘ der Wandreibungs- oo 
einflii:se und wegen der Voraussetzung 2 statthaft. . 

2. Die Verteilung der Warmequellen zufolge der Formanderung:arbeit ist gleich- 


maBig fiir jeden Querschnitt des Ziehholes, die Quellstarke ist demnach allein eae 
eine Funktion der Koordinate in der Ziehrichtung. | oh ee 
3. In der Ziehrichtung ist die Warmeleitung gegentiber dem Warmetransport eo 
vernachlassigbar klein.® ee 
Bezeichnet man die Koordinate in Ziehrichtung mit x, den Abstand von der ae 
Diisenwand mit y, die Geschwindigkeit in der Richtung x mit v, so erhalt die Diffe- a 


rentialgleichung (1) die Form: S a 

ao _cyv 0  m(z) 5; pee = 
oy? A Cana waawAn (2) g Per 
Der Bereich erstreckt sich tiber 0 < x < co und 0 < y < oo. Als ausocdiipincen 
sind vorgeschrieben: 


1-3 (9,9). = 0 er petaninas die Ubertemperatur am Diisenanfang x = 0 as 
ist Null fiir alle y. ee 
II. @ (x, co) soll endlich bleiben am uneigentlichen Rand y = oo. : fee 

ae =) =— =Q fir 0< 4 < %, (x, = Diisenlinge), . 

 Iv=-0] 9 fir «<0 und t> ay. 


Q kcal/em?s ist die pro Zeit- und Flacheneinheit von der Drahtoberfliche in das 
Innere des Ziehgutes abgegebene Wiarmemenge. Diese kann man auf die gesamte 
durch Ber eeearec tt zwischen Diisenwand und Draht entstehende Warme Q, Mt 


= Val. etwa P. Frank und R. v. Mises: Differential- und Integralgleichungen der Bec atak 
und Physik, 7. Aufl., II. Teil, S. 250. _ Braunschweig: ee u. Sohn. 1927. 


so daB Q = yp: Q, ist. y ist ein ue Wert, der je nach Wacneablotig: aes 
Diise zwischen 0°8 und 1:0 liegt.?. Es ist 


Q=9:°Q, =p: wrk v: A, 


ors Lb den Reibungskoeffizienten zwischen Ziehgut und der 
: Diisenwand, 
k, kg/cm? die mittlere Formanderungsfestigkeit des Ziehgutes und 
Ar = — keal/kg cm das Warmeaquivalent der Arbeitseinheit bedeuten. 


Als lineare Differentialgleichung kann Gl. (2) in zwei Gleichungen derart auf- 
gespaltet werden, da deren erste das Temperaturfeld #, (w, y) der Warmequellen 
im Ziehgut, die zweite aber, 0, (x, y), den Hinflu8 der Diisenwand beschreibt. Die 
Lésung von Gl. (2), die-man aus linear Uberlagerung ? = 0, + #, der entsprechenden 
Teillosungen zusammensetzt, muB die Randbedingungen etfiillon: 


oo : 
Demgem&B8 ergibt sich fiir das Temperaturfeld 0, — da or jee = 0 sein soll — 


oy 
die inhomogene gewéhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
dy _ m (2) 
ag. Gp (3) 


mit der unteren Grenze #, (0) = 0, die nach Vorgabe des. VertOrm eee also 
des Querschnittverlaufes in der Diise F = F (x) und-wegen 
AdP%;y > 
m A oe de 
leicht durch Quadratur auf die Temperatur 0, als Funktion der oberen Grenze F (2) 
fiihrt: 


ky: A), F (0) 


a ‘ 0, (x) = aay 8 ay (4) 


Die verbleibende lineare homogene partielle Differentialgleichung 2. Ordnung 
ad wey db, = eon 
. ay? Reece on 0 0,. (5) 
welcher das Temperaturfeld -#, (x, y) der Diisenreibung geniigt, muB, da 9, (x) an 
den eigentlichen Randern keinen Beitrag zu den Randwerten liefert, fiir sich allen 
vorgegebenen Randbedingungen entsprechen: ig 


19, (00. 
Il. 8, (2, co) bleibt endlich. pent ie ; 
IIL. (2) 4 =—+9 fiir Oe ee 

pa sae P=) ERT" (at <0 ee ete 


Ks liegt hier eine gemischte Randwertaufgabe vor, wobei fiir den Rand (z, 0) 
eine unstetige, inhomogene Randbedingung erfiillt werden muB. 

Zu ihrer Bewaltigung bedient man sich mit Vorteil der Laplace- Transformation, $ 
fir welche die xv-Richtung ausgezeichnet wird. 

GemaB 


i 
L (8) = .\ (x, yle-?* da = w(p, y), 

¢ ‘4’. B. K. W. Wagner: Operatorenrechnung nebst Anwendungen in Physik und Technik. 

Leipzig. 1940. — P. Funk: Heavisides Operatorenrechnung, ihre Begrindung durch die Laplace-. 

Transformation und ihre Anwendung auf technische Probleme. Vortragsreihe, gehalten am 

AuBeninstitut der Technischen Hochschule in Wien; als Manuskript vervielfaltigt. Wien. 1947. ° 


i a a ha a li iN ae 


. eet ee eae ere ete fe 


oe Si 


y im Ziehgut beim Drahtziehen. 


aie tre tea const. 


- (was bei nicht zu groBen Querschnittsanderungen am sichersten durch Auszeichnung 
der Geschwindigkeit am Diisenende statthaft erscheint) ergibt sich im Unterraum 
die homogene gewéhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung 

du 
dy? 


ear 
a ca 0 (6) 
mit der Lésung _ ie, We 
eS Cle a Oe. a (7) 
Um der Randbedingung II zu entsprechen, mu8 C, = 0 sein. Fir y = 0 ergibt 
sich aus Gl. (7) u(p,0)=C,=C 
: ? $21 > 2 


y 


_ ferner durch Differentiation von Gl. (7) an der Stelle y = 0 


(3) ~ =e Ve: 


und damit 


as hee 3 (8) . 


Nun fiihrt man die III. Randbedingung ein, indem man fiir — A o lee bei 


“= =O. die Sprungfunktion von der konstanten Héhe + Q’ und bei w = 2, die ent- 
gegengesetzte Sprungfunktion —@Q ansetzt. Dies ergibt ftir den Unterraum bei 
Beriicksichtigung des Verschiebungssatzes : a 


ob du 1 ere 
Be ee hee (_— 
LI oy lee aks @ p p 
und a) : 1 = ee “P 
C=u(p,) = (42-2), (9) 
pe Ve 
womit die Lésung fiir den Unterraum die Form % . 
: aQ 1 Came ae 
u(p, y) = ( Ze Je a (10) 
Bi Vee). 
erhalt. 


Bei der Riicktransformation in den Oberraum konnen Summanden nach dem | 


Additionssatz der Laplace-Transformation getrennt behandelt werden. Dement- 

sprechend ist — von der Mitfiihrung des konstanten Faktors 22 sei bis zum Resultat 

abgesehen — i ere e 
EN ee dra! Ssh kes paleo Le aes ee (11) 

Up Vp Vp 

Der erste Summand wird in der Weise riicktransformiert, da8 man den Faktor 1/p 

abspaltet, zu der verbleibenden Funktion im Unterraum, g (p), die Oberfunktion f (zx) 

-aufsucht und diese sodann gema8 


I~ wip} =L-"{5 aw) = °F (@) ae (12) 


integriert ? 


9 Hier Fee wegen @ = @Q(v) die oben erwahnte Beschrankung auf v ~ konst., y = konst. 


enthalten. 


Zunachst ergibt die allgemeine Umkehrformel hier fiir 5 7 Biel se 


© Gey ee eee aes (13) 


ae anes 


Vee : 


unter Verwendung des Cauchyschen Integralsatzes, indem wegen der Mehrdeutig- 


keit des Integranden der Integrationsweg auf den Verzweigungsschnitt, die negative — 


reelle Achse der p-Ebene, verlegt werden muB,°® s . 
} A, ae Ge ae a 
| f(a) =poge Ie? 08) 


Die Integration fiihrt man nach Teilen durch und erhalt schlieBlich, da ‘der zweite 
Summand im Oberraum lediglich um 2, verschoben erscheint und nur fiir Werte 
x > x, existiert (Verschiebungssatz), 
sd par) 
2a a 


29 lee ee oh 
— ele, a iala—a) a . [2 o( ali ne 


v, (x, y) ao 


—_»> fir o> x 


‘Zur numerischen Auswertung sind die Werte der Fehlerfunktion ® aus Funktionstafeln 


za entnehmen.?!® 4 


Damit ist die geschlossene Darstellung fir das Temperaturield 3, gewonnen. 


Es sei bemerkt; da8 der Temperaturverlauf an der Oberflache des Ziehgutes auf 


wesentlich einfacherem Weg erhalten werden kann, wenn man die Lésung fiir u (p, 0), 


im Unterraum, Gl. (9), in den Oberraum transformiert. Dann ergibt sich unmittelbar — 


wegen mr i peat 
Ee ee 
und | E p : 
I (n + 1,5) = |x wis Boe a (n ganzzahlig), 7 
2 . 
8, (2, 0) = ae lle —Yz—z,). (16) 
Lee ae fir 2 > m ; 


Die resultierende Temperaturverteilung § ist die Uberlagerung der Temperatur- 


felder 3, und #,, Gl. (4) und (15). 


Stellt man die hier entwickelte Lésung den Ergebnissen von Siebel und Kobitzsch? 
gegentiber, so kann sich die Diskussion wegen der Identitat der Resultate fiir 3, und 
der auch dort durchgefiihrten linearen Superposition von #, und %, auf die Ausdriicke 
fiir #, beschranken. 


Siebel und Kobitzsch erhalten eine Verteilung, welche explizit durch 


8 R. Rothe, F. Ollendorf und K. Pohlhausen: Funktionentheorie und ihre Anwendung 
in der Technik, 8.138. Berlin: Springer-Verlag. 1931. 

* S. auch W. Magnus und F. Oberhettinger: Formeln und Satze fir die speziellen Funktio- 
nen der mathematischen Physik, Kap. VIII, § 2, S. 128/129. Berlin: Springer-Verlag. 1943. 

10 Etwa Jahnke-Emde: Funktionstafeln mit Formeln und Kurven, 2. Aufl., 8. 98. Leipzig. 
1933. : 

11 Ubrigens sind die aus der Fehlerfunktion durch Differentiation erhaltenen Funktionen’ 
des parabolischen Zylinders D, (Weber-Hermitesche Funktionen) auch fiir negative Ordnung 
(der Integration entsprechend) erklirt. Analog kénnte die hier fiir ein ganzzahliges » gewonnene 
Losung als Hermitesche orthogonale Funktion der Ordnung n = — 2 gedeutet werden. Vel. 
Magnus-Oberhettinger: A.a.0., Kap. VI, §3, S. 93 (dort Vorzeichenfehler). 


~ 


1} SS (1— ss as 
he ye "| _ 4/6 (e—2y) | ee 2 


4 dargestellt werden kann. Speziell cckothen sie fiir die vor allem interessierende Rand- tee 

_ temperatur (y = 0) den Ausdruck 
ae 

(We —Ve=ail, 


a 
9, (x, 0) = 
—_———— >> fiir + > 4%, 


der, wie ein Vergleich mit Gl. (16) zeigt, sehr gut mit der hier abgeleiteten Lésunz 
ubereinstimmt. Die Abhangigkeit von den Stoffwerten, der Zidhioesolemindiekert ag 
und der x-Koordinate ist die gleiche; lediglich der Koeffizient zeigt die geringe Ab- 2 een 
weichung von nicht ganz 10%: . ta 
Dagegen weicht die Temperaturverteilung im Innern des Drahtes starker von . 
der hier gewonnenen Lésung ab, zeigt insbesondere nicht den bei Warmeleitungs- 
~problemen charakteristischen, asymptotisch verschwindenden, Verlauf. Die fiir ein aaa 
bestimmtes Zahlenbeispiel nach men 
den beiden Verfahren sich er- Bie 
gebenden Lésungen sind in den 
Abb. 1 und 2 gegeniibergestellt. 
Die Ausgleichstemperatur in Age 
einiger Entfernung von der. ® 
Diise ist bei beiden Lésungen pai: 
natiirlich die gleiche. 


ee aS es. 7. ee 


(18) 


- “Tee sl ines 


wT oe i ¥ ie ee ey 


——~~ 12th Siebel u Kobrtzsch 
Ergebnis der exakten Behandlung © 


2 ---— Nath Siebel und Nobitzsch = en 
be i 


160 


0 
2 Lisenlinge = 


3 “100 005 "00 on Ot 
} 


SS 


.Abb. 1. Temperaturverteilung zufolge Diisenwandreibung. 
a) im Austrittsquerschnitt der Ziehdiise 2, = 0,5 cm 
b) in der Entfernung 0,5 cm vom Diisenende; x = 1,0 cm 


vorgegebene Werte: ky=5000 kg/em?, y=7,8, 10-8 kg/cm, 


Abb. 2. Temperaturverteilung Zu- 
folge Diisenwandreibung an der 
Oberflaiche des Ziehgutes #, (2,0), 


vorgegebene Werte wie bei Abb. |. 


e=1,15, 07 keal/kg®, 4=1,25, 10-* keal/em sk°, w=0,05, 
y=1,0, #;=0,5 cm, v=100 em/sk. 


; 

. 

4 

Die Exaktheit der in dieser Arbeit gewonnenen Ergebnisse ist durch die Not- eee 
. -wendigkeit einer Reihe von vereinfachenden Annahmen zweifellos beeintrachtigt. rane 
1 Tatsichlich kann man aber bei der Diskussion der Endformel (15) auf den geringen ane” 
4 Einflu8 der verbleibenden Unsicherheit schlieBen. OE 
4 — Demgegeniiber ist es erfreulich, darauf hinzuweisen, daB die unter weitaus gréberen Ae 
E Annahmen entwickelten Ergebnisse von Siebel und Kobitzsch cage fiir die wichtigen ae 
: Randtemperaturen befriedigend bestatigt erscheinen. | 
4 ‘ (Bingegangen am 25. November 1947.) 
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Die Festigkeit 


4 


rein 


radial beschaufelter Kreiselverdichter-Laufrade 
: Von K. J. Miiller, Wien. ee nen 
Bi: PS : ‘ Mit 10 Textabbildungen. 


ao Méglichkeiten der Berechnung gebrauchlicher Bauarten rein radial 

#0, beschaufelter Laufrider von Hochleistungsverdichtern werden mit- 

geteilt und zur Abschatzung der Beanspruchung gegebener Rader 

Bass brauchbare Rechenergebnisse in dimensionsloser Form wiedergegeben. 

. Da-die Festigkeit der aus Gewichts- und Bearbeitungsgrinden ‘haufig 

: ~ pbenutzten Laufradbaustoffe auf Aluminium- oder Magnesiumbasis mit 

he= zunehmender Temperatur abnimmt, mu8 auch die Temperaturverteilung 

. im Laufrad beriicksichtigt werden; hierzu erforderliche Uberlegungen 
werden angestellt. a SG 


J. Einleitung. 


Der Forderung, Abmessungen, Gewicht und damit den Preis von Kreiselverdichtern 
ieee zu verkleinern, wird vor allem durch Vergréern der Stufenforderhéhen und damit — 


Abb. 1. Halboffenes Laufrad. Abb. 2. Geschlossenes Laufrad. 


der Umfangsgeschwindigkeiten der Laufrader entsprochen. Die Laufradbaustoffe 
miissen an allen Stellen bis an die Grenze des Moéglichen beansprucht werden, was 
aber nur dann gelingen kann, wenn die durch die Massenkrafte bei der Rotation 
- hervorgerufenen Spannungen mit hinreichender Genauigkeit vorausbestimmbar sind. 


Im Kreiselverdichterbau benutzt man meistens noch Laufrader mit nach riickwarts 


a be gekriimmten Schaufeln, welche zwischen die Radscheibe und eine Deckscheibe genietet 
ak werden. Die riickwarts gekriimmte Schaufel zeigt sich den Beanspruchungen bei 
es hoéheren Umfangsgeschwindigkeiten nicht gewachsen. Eine bedeutende Steigerung 
Be der Umfangsgeschwindigkeit wird erst méglich, wenn man die Schaufeln genau radial 


stellt. Diese von Rateau eingefiihrte Bauart wird auch fiir die Ladeeinrichtungen 

von Fahr- und Flugmotoren, bei denen es auf hohe Leistungen bei kleinstem Gewicht 
. besonders ankommt, verwendet und hauptsachlich in zwei Formen ausgefiihrt: ,,halb- 
y offen“ und ,,geschlossen“‘. Das halboffene Laufrad, Abb. 1, besteht aus einer Scheibe, 
ae die auf einer Seite mit den radial stehenden Schaufeln besetzt ist. Diese Bauart 
as _  befriedigt stromungstechnisch nicht immer und man geht dann dazu iiber, das Lauf- 
= rad beiderseits mit Radwanden entsprechend Abb. 2 zu versehen, wobei man jedoch 
die unsichere Nietverbindung zwischen der Scheibe und den Schaufeln gerne vermeidet. 
Be Dieses geschlossene Rad bietet naturgemaf besondere Berechnungsschwierigkeiten. 
e Mit beiden Laufradbauarten werden heute die héchsten Umfangsgeschwindigkeiten 
ae beherrscht. Ihre vermehrte Anwendung erscheint durchaus vertretbar, zumal die 
ae mit rein radialer Beschaufelung erzielbaren Wirkungsgrade bei sorgfaltiger Ausbildung 
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Pain : oes ; ; siege : 

_ des Laufradeintrittes in einem gesonderten Vorsatzlaufer ebenso hoch sind wie bei. 
riickwarts gekriimmten Schaufeln. 

Im folgenden wird zunachst die Festigkeit der fiir hohe Umfangsgeschwindig- 
keiten im allgemeinen besser geeigneten halboffenen Laufrider untersucht; dann 
werden Méglichkeiten der Berechnung geschlossener Rader betrachtet. 

Die zulassige Beanspruchung der als Laufradbaustoff meist verwendeten Leicht- 
metalle hangt sehr von ihrer Temperatur ab. Um die Werkstoffanstrengung richtig 
beurteilen zu kénnen, ist es deshalb notwendig, die Temperaturverteilung innerhalb 
des Laufrades zu ermitteln und die Beanspruchung des Rades mit der der jeweiligen 
Temperatur entsprechenden Festigkeit des Werkstoffes zu vergleichen. Dies wird 
in einem letzten Abschnitt durchgefiihrt. 


II. Halboffene Rider. 


Die Berechnung der halboffenen Rader wird meist so vorgenommen, daB man 
die tibliche Scheibenberechnung beibehalt und die Fliehkraft.der Schaufeln dadurch ° 
beriicksichtigt, daB man die Scheibe zusitzlich mit der Masse der Schaufeln belegt! 
- oder da man das spezifische Gewicht des Scheibenbaustoffes entsprechend abandert.? 
“Die Unsymmetrie des einflutigen Rades wird hierbei nicht beriicksichtigt. In An- 
lehnung an ein von Schilhansl angegebenes Verfahren zur Berechnung gerippter 
Kreisplatten® ist es jedoch méglich, den unsymmetrischen Aufbau des Laufrades zu 
beriicksichtigen und damit eine zuverlassige Berechnung durchzufiihren. 


Darnach denkt man sich zunachst die Schaufeln von der Scheibe losgelést und 
betrachtet die Verformung von Scheibe und Schaufelstern unter EinfluB der Flieh- 
krafte getrennt fiir sich. Um den ‘Zusammenhang wieder herzustellen, mtissen an * 
den Trennstellen statisch unbestimmte Krafte so angebracht werden, daB an jedem 
Punkt der Trennfuge gleiche Verformungen von Scheibe und Schaufeln herrschen. 
Diese Krafte zwischen Scheibe und Schaufeln greifen an der Scheibe entlang von Halb- 
messern an. Dadurch wird der rotationssymmetrische Belastungs- und Verzerrungs- 

‘gustand der Scheibe gestért und die Rechnungen entsprechend verwickelt. Da die 
Zahl der Schaufeln in Geblaseradern aber wohl immer hinreichend gro8 ist, darf man 
die Linienlasten durch eine von innen nach aufBen kontinuierlich tiber die Scheibe 
verteilte Flachenlast ersetzen und stellt dadurch die Rotationssymmetrie des Belastungs- 
zustandes wieder her. Die von den Schaufeln auf die Scheibe tibertragenen Krafte 
haben eine tiberwiegende Komponente in der Scheibenebene, da die Scheibe Ver- 
zerrungen in ihrer Ebene wesentlich erdBeren Widerstand entgegensetzt als Ver- 
biegungen senkrecht dazu. Ubertragungskrafte normal zur Scheibenflache sollen 
daher vernachlassigt werden. : 

Der Verlauf der statisch unbestimmten Krafte ist von vornherein nicht bekannt 
und muB als willkiirliche Funktionenreihe mit offenen Freiwerten angenommen werden. 

“Am einfachsten setzt man sie in Form einer Potenzreihe an, deren Koeffizienten 
so bestimmt werden miissen, da die Vertraglichkeitsbedingungen, welche der Zu- 
sammenhang zwischen Scheibe und Schaufeln fordert, entlang der ganzen Trennfuge 
erfiillt werden. Streng kann dies nur dann erreicht werden, wenn.in dem Reihen- 
ansatz unendlich viel Glieder beriicksichtigt werden. Dies ist praktisch nicht durch- 
fiihrbar. Eine gute Naherung erhalt man jedoch, wenn man beide Seiten der Ver- 
traglichkeitsbedingung nach Orthogonalfunktionen entwickelt und die Koeffizienten 


1 P. Ostertag: Kolben- und Turbokompressoren, S. 229. Berlin: Springer-Verlag. 1923. 
2 Eck-Kearton: Turbogebliise und Kompressoren, S. 111. Berlin: Springer-Verlag. 1929. 

3 M. Schilhansl: Die mittragende Breite bei der Kreisplatte mit radialen Rippen. VDI- 
Forschungsh. 411. 
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) 
Eels aus dem sich die gesuchten Freiwerte beypomeet lassen. 


én Funktionen derselben Ordnung vergleicht. Dadurch gewinnt 


L Die Vorzerrung der Scheibe. 


Ist die Seeibendicke h und deren Anderung entlang ‘dem Halbmesser 7 gering, 
so kann der Spannungszustand, der durch Krafte, die in der Scheibenebene wirken, 
hervorgerufen wird, naherungsweise als quasi-ebener Spannungszustand betrachtet 
werden. Das oe an einem Scheibenelement es dann aa 


Sp ho) —ho, +rX = 0. 


~Hierin bedeuten: o, die ee Normalspannungskomponente, o, die~ fonrontile 


Normalspannungskomponente, X die auBere Kraft je Flachenelement der Scheiben- 
mittelflache in radialer Richtung. 

In einem ebenen, rotationssymmetrischen. Snaniimdpemnate nel folgt der ‘Zusammen- 
hang zwischen den Spannungen und den Verschiebungen den Beziehungen 


E du U 
Cnreey = Biay a) 
: 79) du Uw (1) 
= aly tS). 


_Setzt man dies in die obige Gleichgewichtsbedingung ein, so ergibt sich die bekannte 


Differentialgleichung der radialen Scheibendehnung* 
au 1 dh 1\ du vy dh 1\ 4 x |— 2 
waa ae -) ae + ( \e +e 


=0. (2) 


h dr as 


Fir die hier meistens zur Anwendung kommenden hyperboloidischen Scheiben 
_lautet der Ausdruck fiir den Profilverlauf 


: = ds ee es ee 


Eine vorgegebene Scheibe kann durch eine hyperboloidische Scheibe naiherungsweise | 


ersetzt werden. In diesem Fall wird der Exponent # als das mittlere Neigungsma8 
der in logarithmischen Mafstaiben tiber dem Radius aufgetragenen Scheibendicke 


angenahert gefunden. ~ e 


. x 
Wird der dimensionslose Radius x = — (a = AuBenradius der Scheibe) ein- 
gefiihrt und fiir 4 der Ausdruck (3) eingesetzt, so lautet die Differentialgleichung (2) 
@u | l\—bdw l+rpu- 1— v2? X 
; PE Tene iO. die a ae eed ve: Sy ae 
Nunmehr sind fiir X die Ausdriicke fiir die Belastungen der Scheibe einzusetzen. 


=0. | (4) 


Die lineare Abhangigkeit der Spannungen von den angreifenden Kraften gestattet 


es, die verschiedenen Einfliisse getrennt zu betrachten und die Ergebnisse zu super- 
ponieren. Durch diese Zerlegung wird die praktische Berechnung bedeutend vereinfacht. 

Unter dem EinfluB der bei der Rotation entstehenden Massenkrafte wird die Be- 
lastung je Flachenelement der Scheibenmittelflache 


ne = hana’. 


Die Lésungen der Differentialgleichung (4) sind in diesem Fall bekannt.! Sie lauten 


a’ (1 — 2?) 


HBB ya” es ate) 


2 
Uy = Kyo + Ky oe — a 


- 1, Malkin: Festigkeitsberechnung rotierender Scheiben. Berlin: Springer- Verlag. 1933. 


ev 


Damit iobh die acs fiir die Spannungen gemaf (1) zu 


oO, = 


ie ae on Be 2 @(3 +») (1— 9%) fi 
ieee (s+)? + Ky Gare»)? cig rach fee ) ae (7) 


iN alias K, = al yor a (1 + 3) (1—»?) 

er =| eel) ett EK, big) be a Sie eo x, (8) 
Die cnn K, und K, bestimmen sich aus den Bedingungen fiir kraftefreie 
Rander: o, = 0 am AGRenrant #i=' 1 undo; :—"0' ander Bohrung Rte Die ein- 
fache secagetay: liefert 


AG ce a& _ 8 + v) (1 — er). te ae Me i ak Gis 
1 Eg & —(3 + vy) p fay v) (aq 22 — ao 2) ) 
jee yea (34) (L— v2) wy tt a2 2 


Eg 8—(3+»)B8 (8 + ¥) (a2? — a sl) ? 


E vomit die Gl. (5) fiir die Verzerrung der Scheibe unter Einfluf der Flichkrafte aus- 
~gerechnet werden kann. zis 
Auf die gleiche Weise erhalt man einen Ausdruck fiir die Verformung der Scheibe 
unter dem Einflu8 der Krafte, die von den Schaufeln eingeleitet werden. Die auf 


das Flachenelement bezogene = iicaitae hat hier die Form 


ee ee Semi) Gao (10) 


aay 


Darin bedeutet & die Anzahl der Schaufeln, wahrend P die von einer einzelnen Schaufel 
auf die Scheibe je Langeneinheit ihres Halbmessers iibertragene Kraft ist. Fiir diese 


~werde der Ansatz 


3 Aes ae (2) : oe ii) 


z gemacht. Die Differeritialgleiohung (4) lautet dann 


dau ey Say ee ea ee he ee eG ease . 
ae = x dx z noi ge ies py oe i (2) 


Die Lésung der zugehérigen homogenen Gleichung, die man durch Nullsetzen der 


-rechten Seite von (12) erhalt, ist die gleiche wie vorhin, namlich 


ied 6 Geof 2 + K,x*, = ; y (13) 


s, und 8, sind wieder durch (6) gegeben. Die vollstandige Lésung der GI. (12) ist 


noch um ein partikulares Integral vermehrt. Dieses kann man gewinnen, indem 
man den Ansatz 
Uy = Suz 


mit seiner ersten und zweiten Ableitung in die Differentialgleichurg oe Man 
findet durch Vergleichen der pats prephenden GroBen 
; : Ht = 2 xt B+ 1, aoe ers 
B bat a eae Se 
: aR aS | aye y B mit B= s V) 3a? 
worin C, wie erinnerlich, aus Gl. (3) folgt. Die vollstandige ees von: ee fates 
mithin 2 4 


ee 


WEEE 
UT Se ae + K, xu 82 — 


Fiihrt man diesen Ausdruck fiir die Verzerrung samt seiner ersten Ableitung in n (1) 


ein, so folgen die entsprechenden Spannungen zu _ - 


co Ks (sy + vy on) + Ky (Sp + v).x Po | 
a (1 : 
n A . 
es Uddaee aaa S asaed Fe an 
: fi et 2 en pee po oe 
E (16) 
er eerie (vs, +1)ev%-l14+K, Peale ee 
a B y(o+ B+ +1 4 neal, 
a a ota ceee ee ¥ 


Am AuBenrand sowie an der Bohrung ist die Scheibe kraftefrei, d. h. dort wird o, = 0. 
‘Aus diesen Bedingungen lassen sich die Konstanten K; und K, bestimmen. Man erhalt 


‘eae K eri ie eee es nie Ty : | 
es te TEA (6, tg HS) gh ie Ep 
= y n 4 [ (17) 
. Pore at log HE nt+B+ild+e me | 
= BL (Bq 9) (ato? * — dry *2— 1) m+ 2n+pn+p—vp” 


2) 


e Damit ist die Vercatae (15) der Scheibe unter dem Einflu8 der von den Schaufeln 


eingeleiteten Lasten vollstandig gegeben. 

| In manchen Fallen ist es notig, die Verformung der Scheibe unter dem EinfluB 
einer Last am Innenrand zu kennen. Dieser Fall tritt beispielsweise ein, wenn die 
Scheibe mit der Pressung py auf die Welle aufgeschrumpft wird. Die Scheibe selbst 


bleibt bei der Betrachtung dieses Einflusses unbelastet, in der Differentialgleichung (12) 


-entfallt also die Storungsfunktion und die Liésung gibt Gl. (13) wieder. Die Konstanten 
ermitteln sich aus den Bedingungen o, = — p, fir x = x und o, = 0 fir x=1. 
Sie ergeben sich zu . 


K ae 1— 
Pm N Tene Sch aren ee 
Yay 5 a es 
PEs ah ; (sb ) (tg Pe tig tt Po 
und damit wird die Verformung unter dem Einflu8 der Schrumpfpressung 

2 1 gas ie x $y x So ; ¢ 

° W =a aos ‘ 
i gi ey 2 Po Boe —v 8+ :} ‘ ae 


Nun kann die Verzerrung der Scheibe unter dem Einflu8 aller angreifenden Krafte 
in der Form 


Us = Uy > Ur + Ur . (19) 
angeschrieben werden. 


2. Die Verzerrung der Schaufeln. 


Um zu méglichst einfachen Ausdriicken zu kommen, werden die Schaufeln als _ 


einfacher Balken betrachtet, obwohl sie manchmal im Vergleich zur Lange ziemlich 
breit sind und daher als Platte betrachtet werden sollten. Die Vernachlassigung 
des Schubeinflusses, die dabei gemacht wird, wirkt sich jedoch im Verhaltnis zu den 
iibrigen hier vorgenommenen Annaherungen so wenig aus, da der erhebliche Rechen- 


s 


tare py” : ae he, 


‘4 
. 


ye ee 


ter Laufriider. 


den eine Rotiechinne der Schanfeln als Rehieekive Platten erfordott hier 


wohl nicht zu vertreten ist. Mit derselben dimensionslosen Veranderlichen 2 = =. 


wie friiher wird die Spannung in irgend einem Querschnitt f = b+ hp unter EinfluB 


der Fliehkrafte ; 
PPR 1 , 
ie oy =o EV af de : (20) 
g tg es 
und die Verschiebung, wenn der untere Schaufelrand x = x, festgehalten gedacht ist, 
a 
u= x o da. i (21) 


Bei unveranderlichem Schaufelquerschnitt erhalt man 


yaw a (5 A* mes) 


Uy = Te 
ay E 6 | 6 


; (22) 


Dieser Verzerrung unter dem EinfluB der Fliehkrafte itiberlagert sich die Verzerrung, 
welche die von der Scheibe iibertragenen Schubkrafte auslésen. Diese Krafte greifen 


: : . h , : > 
am Schaufelrand z = > an und haben hier entgegengesetztes Vorzeichen wie an 


der Scheibe. Es wird 


n il n 


: : 
a 6 ew 
oe aA Sen ie \ ym Se ted (28) 


und damit erhalt man fiir konstanten Schaufelquerschnitt nach einfacher Rechnung 


gemaB (21) 
n 
Mattes Pas. ve L—Ly ee 
a See ee Bee a 32 cay: 


2 
Ee (24) 


Die Verformung der Schaufeln an den Trennstellen ae demnach als Summe 
von Uy und wy bei unveranderlichem Schaufelquerschnitt 


_ 4a v— Xo See) Pa Oe id Le te eae . 
ee Ont Tg al 2 6 ) (25) 


Vielfach wird man die vereinfachende Annahme unveranderlichen Schaufelquerschnittes 
fallen lassen miissen. Da die Schaufelform meist zeichnerisch vorliegt, lassen sich 
dann die Integrale in den Ausdriicken (20), (23) und (21) durch numerische oder 
graphische Verfahren auswerten. In einem solchen allgemeinen Fall werden auch 
die Schwerpunkte der einzelnen Schaufelquerschnitte nicht auf einer zur Drehachse 
senkrechten Geraden liegen. Dies hat zur Folge, daB zusatzliche Biegemomente 
und Biegespannungen entstehen; ihre GréBe wird wegen der meistens geringen Ab- 
weichung der Schwerpunktslinie von einer radialen Geraden vernachlassigbar klein 


sein. Gegebenenfalls ist ihre Beriicksichtigung jedoch leicht zu tibersehen und bietet — 


keine Schwierigkeiten. ms a 


3. Die Ermittlung der statisch unbestimmten Krafte. 


Wenn keine Klaffung zwischen Scheibe und Schaufeln eintreten soll, so mu 
an allen Stellen der Trennfuge gleiche Dehnung von Scheibe und Schaufeln herrschen. 
Beachtet man, daB in den Ausdriicken fiir die Dehnungen der Schaufeln deren unterer 
Rand x = 2, festgehalten gedacht ist, so lautet diese Vertraglichkeitsbedingung 


UR = us = Us,- (26) 


Pad ae oe See. thd : Eat : . ? ace hah M . pe Br eee aR Pig iar 
Ferner mu8 die Fliehkraft einer Schaufel a der Summe aller angreifende ae | 
im Gleichgewicht stehen. Es mu8 also auch noch die Bedingung Eas ERO a 


1 ve ad - 
ae | CT Oe | Pax ~ (27) 
g Xo Xo ; on 
erfiillt sein. Aus diesen beiden Beziehungen konnen die unbekannten Koeffizienten c,, 
in dem Ausdruck (11) fiir die Verbindungskrafte ermittelt werden. Wie eingangs 
erwahnt, geschieht dies mit Schilhansl* in der Weise, dafS man beide Seiten von (26) — 
4 in Orthogonalfunktionen entwickelt. Dann ist die Bedingung (26) nur erfillt, wenn 
ae die Funktionen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens dieselben Entwicklungs- 
. koeffizienten haben. Diese Forderung liefert im Verein mit der Bedingung (27) eine 
_. geniigende Anzahl von linearen Beziehungen zwischen den Unbekannten ¢,, um 
diese ermitteln zu kénnen. . 
Se Im vorliegenden Fall eignen sich als Entwicklungsfunktionen besonders ortho- 
t gonale Polynome, die — da Ausdriicke mit Potenzgliedern entwickelt werden sollen — i 
eine einfache Berechnung der Koeffizienten erméglichen. Es wird daher eine Ent- z 
wicklung nach Kugelfunktionen®,® gewahlt. Diese Entwicklung wird im Intervall j 
"+1, —1 vorgenommen. Um eine Koordinatentransformation zu vermeiden, sollen 
: fiir den Augenblick auch negative Werte des dimensionslosen Halbmessers 2 zugelassen 
a. werden. Da der Ubergang zu diametral gegentiberliegenden Scheibenpunkten in Polar- 
; koordinaten durch Kreisbewegung senkrecht zum Halbmesser erfolgt, wobei w sein 
Vorzeichen nicht wechselt, werde festgelegt, daB, wenn x durch — 2 ersetzt wird, — 
w sein Vorzeichen nicht wechselt; w ist dann eine gerade Funktion. Diese an sich 
willkiirliche Festlegung, die nur zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten be- 
nétigt wird, bringt es mit sich, daf die Entwicklung nur Funktionen gerader Ordnung 


eS ne enthalt.6 In den Ausdriicken fiir die Verschiebungen kommen nur Glieder von der 
Form 2? vor, die also durch : 
5 i ©? = ty Po (a) + dy Py (t) + Oy Py (a) +... = 
angenahert werden. Die Koeffizienten a), a,...a, bestimmt man aus 
eS 
a, =(2%7 +1) \ P, (a) a? dx (28a) 
ge a 


durch Zerlegung des Legendreschen Polynoms P; (x) in seine Summanden. Ist der Ex- 
ponent p eine negative Zahl, so wird der Integrand fiir « = 0 unendlich und das Integral in 
(28) uneigentlich. Beachtet man, daf fiir 0 < 2 < apo, d: h. innerhalb der Bohrung der 
Scheibe, wu keine reale Bedeutung hat, so ergibt sich ein einfacher Weg, diese Schwierigkeit 
zu tiberbriicken, indem man in der Nahe von x = 0 die Kurve x-” durch ein endlich 
bleibendes Kurvenstiick, am einfachsten durch eine Gerade, ersetzt. Die Funktion, 
i welche nach Kugelfunktion zu entwickeln ist, lautet dann wu = «-? fiir 0 <2 <e 
ae und u=a-” fir e<ax<1. Die Gl. (28) fiir die’ Entwicklungskoeffizienten hat 
Bes damit die Form s 


: apes Fe & 1 Fi 
ee , a; = (2%,+ }\ P(x) e-? da + \ Pay ae? da (28 b) 


a Liegt die Verzerrung der Schaufeln nicht in einem geschlossenen Ausdruck vor, so 
a kann die Entwicklung durch numerische Auswertung der Integrale (28) erfolgen. 
4 Man ist damit in der Lage, die Entwicklung von (19) und (25) in Kugelfunktionen- — 


ae 5 Geiger-Scheel: Handbuch der Physik, Bd. III, 8, 534. Berlin: Springer-Verlag. 1928. 
in ® Man koénnte gleichermafen uw als ungerade Funktion annehmen. Fir die weitere Rechnung 
ay. 3 ist es jedoch belanglos, ob w als gerade oder ungerade Funktion angesetzt wird, da w selbst nur 
aa! in dem Bereich « = 0 bis « = + 1 betrachtet wird. . 


Te y 


igeben. Dek nash n dieser Ausdriicke in die Bedingung (26). und die 
oren von Po, P, usw. bereitet keine Schwierigkeiten. Hat. 


- Gleichsetzung ‘der Fakt 
man aus dem so erhaltenen Gleichungssystem die Freiwerte c,, in dem Ausdruck fiir 
die Verbindungskrafte ermittelt, so kann der Spannungszustand in jedem Punkt 
der Scheibe mit Hilfe der Gl. (7), (8) und (16) und der Schaufeln aus den Aus- 
driicken (20) und (23) gleich gefolgert werden. Die Scherspannungen zwischen der 


Scheibe und einer Schaufel werden + = a 


Der. Vollstandigkeit halber sei hier noch vermerkt, da man die Aufgabe auch 
auf elementare Weise einer Naherungslésung zufiihren kann, indem man sich darauf 
beschrankt, die Vertraglichkeitsbedingung (26) nur an einzelnen Punkten ~statt 
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N 

= 
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Abb. 3. Beispielsweise Abmes- Abb. 4. Verlauf der Scherkrafte Abb. 5. Spannungsver- 


sungen eines halboffenen Lauf- zwischen Scheibe und Schaufeln  teilung in einem halb- | 


rades. eines halboffenen Rades bei ver- offenen Laufrad mit 16 
schiedenen Anniherungsgraden. Schaufeln. 


kontinuierlich entlang der ganzen Trennfuge zu erfiillen. Man ermittelt die Ver- 
zerrung der Scheibe und der Schaufeln an diesen passend gewahlten Punkten und 
geht damit jeweils in die Gl. (26) ein. Fiir n Punkte gewinnt man dadurch 7 Glei- 
chungen, die es wieder im Verein mit Gl. (27) erméglichen, die » + 1-Freiwerte von (11) 
auszurechnen. Um brauchbare Resultate zu erzielen, empfiehlt es sich, m nicht kleiner 
als 4 zu wahlen. Man hat dann fiinf Gleichungen mit fiinf Unbekannten zu lésen, 
eine etwas langwierige Aufgabe. Der Vorteil des erstgenannten Verfahrens ist es, 
auch schon fiir » = 1, also bei verhaltnismaBig geringem Rechenaufwand, einen 


einigermaBen brauchbaren mittleren Verlauf der statisch unbestimmten Krafte Ate 


liefern. 
Um ein Bild iiber die Konvergenz zu -gewinnen, werde der Verlauf der Scher- 


krafte bei Beriicksichtigung von zwei, drei, vier und fiinf Gledern in dem Ansatz 


fiir P betrachtet. Als Beispiel diene ein 16schaufeliges Rad von der in Abb. 3 an- 
gegebenen Form, dessen Scheibendicke das Gesetz h = 0,13 2 befolgt. Die Rechen- 
ergebnisse sind in Abb. 4 in dimensionsloser Darstellung eingetragen. Man entnimmt 
‘diesem Schaubild, da& die Konvergenz des Verfahrens tatsichlich so gut ist, dass 
auch Ansaitze mit wenig Gliedern fiir praktische Zwecke ausreichen. Lediglich in 
der Nahe des AuBenrandes der Scheibe ergeben sich groBere Abweichungen. An dieser 
Stelle treten jedoch keine grofen Spannungen auf, wie man Abb. 5, in welcher die 
in dem Laufrad auftretenden Spannungen ebenfalls in dimensionsloser Form auf- 


getragen sind, entnehmen kann, so daB diese Eigenschaft nicht sehr ins Gewicht fallt. 


Abb. 3 nicht allzusehr ab, so kann man die Spannungsverteilung mit Hilfe der Dar- 


Rite 


Weicht die geometrische Form eines zu berechnenden Laufrades von der Fo 


stellung, Abb. 5 rasch abschatzen. Ergibt dieser Uberschlag hohe Beanspruchungen, 
so muB die endgiiltige Laufradform durch eine genaue Festigkeitsrechnung tiberpriift 
werden. 


III. Geschlossene Laufrader. 


Die geschlossenen Verdichterlaufrader werden meist so ausgefiihrt, daf Laufrad- 
scheibe, Schaufeln und Deckscheibe durch Nietung miteinander verbunden werden, 
wobei die Nietzapfen vielfach aus den Schaufeln herausgearbeitet werden. Diese 
Bauart ist jedoch héchsten Beanspruchungen wegen der gefahrlichen Spannungs- 


-spitzen, die an den Nietléchern entstehen, nicht gewachsen. Man vermeidet die un- 


sichere Nietverbindung, indem man Scheiben und Schaufeln aus einem Stiick frast 
und eine Teilung in einer etwa in der Mitte der Schaufelaustrittsbreite gelegenen, 
zur Drehachse normalen Ebene vornimmt, oder aber indem man das ganze Laufrad 
einteilig durch Ausfrisen aus dem Vollen herstellt, was bei rein radialer Beschaufelung 
verhaltnismaBig einfach durchfiihrbar ist. 


Bei der Teilung des Rades in seiner Mittelebene bildet die meistens konische Deck- 
scheibe mit dem Schaufelstern ein speichenradartiges Gebilde. Seine Berechnung 
mit Hilfe der Theorie der anisotropen Kegelschale und Versuche, bei denen zur Nach- 
prifung der Rechenergebnisse die Verformungen der Deckscheibe wahrend des Be- 
triebes gemessen wurden, mégen einer besonderen Mitteilung vorbehalten bleiben. 


Die Spannungsverteilung in genieteten und in einteilig hergestellten Radern 
wird sich im wesentlichen nur durch die an den Nietléchern auftretenden Spannungs- 
spitzen voneinander unterscheiden. Eine genaue Berechnung solcher Rader bietet 
so erhebliche Schwierigkeiten, daB man fiir praktische Zwecke wohl immer auf Ab- 
schatzungen angewiesen sein wird. Ist die Deckscheibe des Laufrades konisch, so 
kann man sich beispielsweise das Rad durch einen Schnitt nahe der vollen Scheiben- 
wand in zwei Teile zerlegt denken und die Deckscheibe samt dem Schaufelstern, 
dessen Schaufeln nun sehr hoch sind, als anisotrope Kegelschale berechnen. Liegen 


- die so ermittelten Beanspruchungen innerhalb der zugelassenen Grenzen, so darf 


man sicher sein, da8 auch im vollstandigen Laufrad keine héheren Spannungen auf- 
treten, denn durch das Wiederanfiigen der Scheibe wird ja eine wesentliche Ver- 
steifung erzielt. 

Giinstigere Voraussetzungen fiir die Berechnung liegen bei Laufradern vor, deren 


~Deckscheibe eben ist bzw. naherungsweise als eben betrachtet werden kann, so daB - 


kein Bestreben zum Umstiilpen eintritt, oder deren Deckscheibe geringe radiale Er- 
streckung hat. Man kann dann das friiher angewendete Verfahren entsprechend 
erweitern. Zu diesem Zweck lést man die Verbindung zwischen. den Schaufeln und 
der Radscheibe einerseits und zwischen den Schaufeln und der Deckscheibe anderseits. 
und untersucht diese Teile getrennt unter dem EinfluB der auf sie wirkenden Be- 
lastungen. Die Klaffung zwischen der Radscheibe und den Schaufeln wird durch 
kontinuierlich verteilte Krafte zum SchlieBen gebracht, genau so wie das bei der 
Berechnung des halboffenen Rades erfolgt. Um den Rechenumfang in mafgigen 
Grenzen zu‘halten, werde der Zusammenhang der Schaufeln mit der Deckscheibe 
nicht durch Krafte, die sich tiber die Trennfuge verteilen, hergestellt, sondern nur durch 
Kinzelkrafte, die im Schwerpunkt des Deckscheibenquerschnittes angreifen-mégen. — 
An der Radscheibe wirken demnach gleichartige Krafte wie im Falle des halb- 
offenen Laufrades, ihre Verzerrung ist daher durch Gl. (19) gegeben. Die Verzerrung 
des der Radscheibe zugekehrten Schaufelrandes andert sich gegeniiber friiher um den 
Anteil, der von der Kraft herriihrt, die von der Deckscheibe eingeleitet wird. Die 


« 


SES SN i aes 
cofett elter Kreiselverdichter- Laufrader. 
ae wT 
von enon Kraft Reererverttant Spatinany betrigt an einer beliebigen Stelle dieses 
- Schaufelrandes (vgl. Abb. 3 


hn 
t+ 


“a - he 


Coes oS sees: fiir Xt < X,, 


: (29) : 
j : oy, = 0 fiir rea tO oe a ip 
-- woraus gemaB Gl. (21) die Verschiebung Uy, folgt. i am 
4 Ferner hat man die Verschiebung der Schaufeln im Angriffs- ae y 
: punkt der Deckscheibenlast zu suchen. Diese Verzerrung wird oa 
3 3 ee 
- Ure = —— \ o dx, (30) oe 
. darin setzt sich o aus den Anteilen, die von den verschiedenen pik zs 
__wirksamen Kraften herrithren, zusammen. - Die Fliehkraftspan- Abb. 6. 2 
- nungen sind wieder durch Gl. (20) gegeben, wahrend die  Bezeichnungen am * 
- Spannungen, welche die Verbindungskrafte zur Radscheibe her-. geschlossenenLauf- 
g vorrufen, hier die Form haben rad. 
: ‘A I 1,. 2 \ ey 
a c= — 4 So, atde + 79% |B So, andr (31) ae 
F + 0 — 
: - SchlieBlich rithrt noch von der Deckscheibe der Anteil 
j 2 a= ee Oe | ae 
4 ‘her. 
4 Die Berechnung der Deckscheibe kann dadurch sehr ver- ; 
. einfacht werden, daf man Verzerrungen des Querschnittes % 
: in seiner Ebene vernachlassigt. Es liegt dann ein Ring vor, Sah 
- auf dem auf er den Fliehkraften die tiber den Umfang, gleich- = 
% maBig aufgeteilten Verbindungskrafte zu den Sehauteln. wir- 2 a 
ken. Die Aufweitung der Deckscheibe 8 
am Schwerpunktshalbmesser ergibt an 
sich dann nach einfacher Rechnung er 
zu a 
Pe elle kQ By 
Man ist nunmehr in der Lage, die oe 
Bedingungen anzuschreiben, welche | ae 
der Zusammenhang zwischen den Go) GeO ey ae 
5 einzelnen Teilen des Laufrades for- oe 
| Abb. 7. Spannungsver- dert. Sie lauten _ Abb. 8. Verlauf der Scher- ~ oie 
: teilung in einem ge- krafte zwischen Rad- es. 
i schlossenen 16schaufe- Us = Uni + Uso- (33) scheibe und Schaufeln Pe 
3 ligen Laufrad.. eines geschlossenen, ein- é a 
; ; EDI ERS Ta Mee (34) teiligen Laufrades. ae: 
; 1 1 { : be 
3 Fig aes | fadxt+Q=a | P de. (35) vo 
; fs m Bs 
4 Die erste Bedingung entspricht der friiheren Gl. (26), wobei hier sinngemaB E ee 
3 a 
4 . UR, = Ui + Uy + Uy ae 
. Pe 
bedeutet. Die zweite Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der Deck- pate 
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<e scheibe und den Schaufeln und die dritte das Gleichgewicht der an einer. cl “ fel Zs ; | 
ae angreifenden Krafte. ; CS at te ae 
‘s Mit Hilfe dieser Beziehungen Eines die Freiwerte Cn VON P nach Gi. (il) sowie Q | 


entweder durch Entwicklung beider Seiten von Gl. (33) in Kugelfunktionen oder 
aber elementar, indem man verlangt, daB die Bedingung (33) nur an einigen Stellen 
der Trennfugen zwischen der Radscheibe und den Schaufeln erfiillt werde. Der letzte 
Weg trifft die Verhaltnisse bei eingenieteten Schaufeln gut, wenn als Bezugspunkte 
die Nietstellen gewahlt werden. 

Versieht. man -beispielsweise das friither berechnete halbarone 5 Iphone Lauf- 
rad mit einer Deckscheibe etwa nach Abb. 7 unten, so tritt in dem Rad der in Abb. 8 
eingetragene Verlauf der Scherkrafte entlang der Verbindung Schaufeln—Radscheibe 
auf, womit sich in der Radscheibe und entlang der Schaufelwurzeln der in Abb. 7 
wiedergegebene Spannungsverlauf ergibt. Der Vergleich mit Abb. 5 zeigt die gréBere 
Beanspruchung des geschlossenen, einteilig ee Rades gegentiber dem sonst — 


eee ee ee 


Hy lel ere ate edagion « 


gleichgeformten halboffenen. 
Wird das Rad genietet, so treten an den Nistlictiem Spannungsspitzen in der 
GroBenordnung : 
Omax =. 30,—0;,/ bzw. 36;,— 0, ; 


entsprechend den Uberlegungen von Stodola’ auf. Sie sind selbae: im giinstigsten 
Fall doppelt so groB wie die Grundspannungen in der Scheibe; daraus erhellt, daB _ 
fiir hochste Umfangsgeschwindigkeiten die Nietverbindung ungeeignet ist. Es kommen 
dann nur einteilig hergestellte oder sorgfaltig I bzw. geschweifte Konstruk- 
tionen in Frage. 


IV. Die Festigkeit eines Laufrades bei Reriicksishiieune dest Erwirmung. 


Hauptsachlich des geringen Gewichtes und der leichten Bearbeitbarkeit wegen 
werden fiir hochbeanspruchte Verdichterlaufrader tiberwiegend Leichtmetalle ver- 
wendet. Es kommen in erster Linie Al-Cu- und Al-Cu-Mg-Legierungen in Betracht. 
Bei den angestrebten groBen Stufenforderhéhen ist die Temperaturerhéhung der 
Luft innerhalb des Laufrades infolge der Verdichtungswarme betrachtlich, wodurch 
das Laufrad ebenfalls erhohte Temperaturen annimmt. Die Festigkeit der Leicht- 

ee. metallegierungen nimmt jedoch schon bei verhaltnismafig geringer Erwarmung 
Bs - sehr ab, so da zur Beurteilung der Beanspruchung eines Laufrades die an einer Stelle 
tatsachlich auftretenden Spannungen mit der Festigkeit des Laufradbaustoffes bei 
der an dieser Stelle herrschenden Temperatur zu vergleichen sind. Durch die ungleich- 
Ip mafige Erwarmung des Laufrades treten in diesem auBerdem noch Warmespannungen 
Be auf, die sich den Fhehkraftspannungen tiberlagern. Es ist daher wiinschenswert, 
2 sich tiber die Temperaturverteilung in einem Verdichterlaufrad wenigstens annihernd = 
: AufschluB zu verschaffen. | 
pe Zu diesem Zweck werde eine Scheibe betrachtet, die auf der einen Seite, dér 
Radriickseite, mit Luft von unveranderlicher Temperatur bespiilt wird und auf der 
anderen Seite, also innerhalb des eigentlichen Laufrades, von Luft durchstrémt werde, 
a deren Temperatur sich von innen nach auBen nach einem bestimmten Gesetz Andert. 
a Die Temperaturerhdhung innerhalb eines radial beschaufelten Laufrades ist ge- 
pevend durch® 
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i ; 7 A. Stodola: Dampf- und Gasturbinen. Berlin: Springer-Verlag. 1924. _ ; 
ee ® W. van der Nill: Uberlegungen zur Frage der gré8tméglichen Foérderhohe tonne 
ag Be Radiallager. Luftwissen 7, 174 (1940). 

ae ® K. Marguerre: Temperaturverlauf und Warmespannungen i in platten- und schalenformigen 
Be Korpern. Ing.-Arch. 7, 216 (1937). 
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‘Die Versione ifieses aiemigecatitrarcih poe zwischen latredoins und -austritt kann 
; schwer erfaBt werden. Sie soll entsprechend dem Ausdruck (36) in der Form 


: A w? 
SESS) ne pe ee 
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angesetzt werden. -‘Hierin bedeutet g,2 die adiabatische Giiteziffer, n,;_,q den adia- 


ra (37) 


batischen Wirkungsgrad und A das mechanische Warmeaquivalant. Dieser einfache, 


offenbar nur fiir einen Stromfaden giiltige Ausdruck trifft insbesondere in der Rad- 
mitte nicht die tatsichlichen Verhaltnisse, denn innerhalb des Laufradeintritts-Durch- 


messers muf ja annahernd gleichmaBig die Eintrittstemperatur der Luft herrschen. 


Als ideelles Verhalten darf jedoch das Gesetz (37) angenommen werden, um so mehr, 
als die Temperaturverteilung hauptsichlich in den auBeren, starker erwarmten Teilen 
der diinnwandigen Scheibe interessiert. Daher soll auch die Berechnung erst von einem 
bestimmten Radius r, ab erfolgen. 

Fiir die hier vorgenommene  ihechinande Betrachtung wird weiters eine Schoiba 


-gleicher Dicke vorausgesetzt. 


» Die stationare ‘Temperaturverteilung in einem homogenen Koérper folgt — wie 
jeder Zustand in einem’ Kontinuum — der Potentialgleichung, welche bei Rotations- 


symmetrie in Polarkoordinaten die folgende Form hat 


eo 1 08 , #O .- eal 

: oe tee es ee (38) 

Die Temperaturverteilung soll durch den Verlauf der mittleren, entlang der Scheiben- 

dicke herrschenden Temperatur gekennzeichnet werden. Man gewinnt dafiir einen 
Ausdruck, indem man Gl. (38) tiber die Scheibendicke integriert® 


h 
_( @e 1 00 a i eres 
a? dz + “oy” rte 
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een) dann den Ausdruck © durch die Warmeiibergangsbedingung an den Ober- 


h 
flachen z = 57 a 
oo 
. ‘ee = he 7 ¢— 9) | 
(¢ = AuBentemperatur) ersetzt. Setzt man noch die Differentiationszeichen vor die 
Integrale — dies ist hier wegen der konstanten Integrationsgrenzen ohne weiteres 


méglich —, so ag sich 
ale dz a2 6de + 3 (4 — 9) —F Sees 


Darin eee t,-und t, die Temperatur der Luft an beiden Scheibenseiten bzw. 
§, und %, die Oberflachentemperatur der beiden Scheibenseiten. Da die hier betrach- 
teten Scheiben immer sehr diinn sind, kann der Temperaturunterschied zwischen 
Vorder- und Riickseite vernachlassigt werden, so daf 0, = 0, = # wird und damit 


4) = 0. (39) 


Odz=h?. 
Joh 
ng 
Auf Gl. (39) angewandt, liefert dies 
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Voraussetzungegema ist ty uaireratdestont wahrond. i, das G 


Differentialgleichung fiir den Temperaturverlauf. 
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Die vollstandige Lésung dieser Besselschen Differentialgleichung lautet}® / 


man den Nullpunkt der Temperaturskala nach t,, so erhalt man schlieBlich als 


~ Jy tephiesny ee igi 


“OSC, J, (imr) + Ot Hy (im) +d +a,P (42) 


wenn zur Abkitirzung 
eee cei 
ay = Pe te ef (43) 


an 


Lait wird und O, und C, die deoitbane Integrationskonstanten sind. Diese werden 
aus den Randbedingungen ermittelt. Nimmt man an, dafs die am Aufenrand der 


dé 
Scheibe 7 = a abgefiihrte Warmemenge vernachlassigbar ist, so wird dort ae 1s 
wobei der Gradient als Ableitung von (42) 


ir =m Os iJ, (imr) + mC, H,Y(imr) + 2agr (44) 


frit. Am Radius r = 7, kann die Scheibentemperatur oder deren Gradient vor- 
geschrieben sein. Damit ist man nach Kenntnis der Warmeiibertragungszahlen in 
der Lage, die Temperaturverteilung in der Scheibe zu ermitteln. Fiir die Warme- 
iibertragungszahl im Laufradkanal gelten die Formeln fiir Rohre, wenn als Durch- 


messer d;, = = gesetzt wird. U,, ist der wirmeaustauschende Teil des Umfanges 
eines Laufradkanals. Darnach wird (Hiitte, Bd. I, 26. Aufl., S. 498): 
x, = 0.040, Pe% A/d,. (45) 


Als Stromungsgeschwindigkeit ist in Pe’ die Relativgeschwindigkeit der Luft im 
Laufradkanal zu setzen. Die Warmeiibergangszah! an der glatten Scheibenriickseite 
liegt bei Umfangsgeschwindigkeiten von 400 m/s um etwa 200 WE/m?h °C, # 

Als Beispiel werde ein geschlossenes Laufrad nach Abb. 7 mit dem Halt eee 
a = 26cm gewahlt. Es moge mit n = 12500 U/min. betrieben werden und die zweite 
Stufe eines zweistufigen Hochdruckgeblises von 14000 m adiabatischer Forderhéhe 
bilden. Es soll festgestellt werden, wie hoch die Eintrittstemperatur der Luft in das 
Laufrad der zweiten Stufe mit Riicksicht auf die Festigkeit gewahlt werden darf. 

Die Laufradscheibe kann vom Radius r, = 10cm ab gut durch eine Scheibe 
von der Dicke h = 0.6 cm ersetzt werden. Die Relativgeschwindigkeit der Luft im 
Laufrad betragt etwa 100 m/s. In einem Laufradkanal berechnet sich die Warme- 
tibergangszah] nach (45) zu «, = 250 WE/m*h °C. Die starke Umlenkung der 
Stromung im Laufrad verbessert den Wiarmeiibergang, so da8 man — wenn man auch 
noch die kurze Anlaufstrecke der Strémung beriicksichtigt — auf eine Warmeiiber- 


1 Jahnke-Emde: Funktionentafeln. Teubner. 1938. 


4 Th. v. Karman: Uber die laminare und turbulente Reibung. Z. angew. Math. Mechan. 1, 
233 (1921). 


2 H. Latzko: Der Warmeiibergang an einem turbulenten ee oder Gasstrom. © 


Z. angew. Math. Mechan. 1, 268 (1921). 
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gangszahl von rund a, = 420 WE/m’h °C kommt. «a, wird hier ungefahr 150 WE/m2h 

_*C. An der Innenbegrenzung der Scheibe wird die Temperatur um etwa 15° iiber 
der Kintrittstemperatur der Luft in das Laufrad liegen. Dann ergibt die Rechnung 

bei verschiedenen Eintrittstemperaturen die in Abb. 9 eingetragenen Ubertemperaturen aire 

der Scheibe gegeniiber der umgebenden Luft. Das Laufrad ist aus einer vergiiteten ee 

Al-Cu-Mg-Legierung, deren spezifisches Gewicht 0.0028 kg/cm? betriigt und deren a 
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Abb. 9. Ubertemperaturen gegeniiber der Um- Abb. 10. Vergleich der Spannungen in einem a 
gebung in einem Laufrad bei verschiedenen lLaufrad mit der Warmfestigkeit von Dural. = 
Lufteintrittstemperaturen. ne oe Ea, 
Warmdauerstandfestigkeit Abb. 10 auf der rechten Seite zeigt, gefertigt. Bei B 


12500 U/min treten die in der linken Halfte von Abb. 10 wiedergegebenen Spannungen 
auf. Man erkennt, daB die Beanspruchung der Deckscheibe bei etwa 190° an der 
Streckgrenze liegt. Will man einen Sicherheitsabstand der Beanspruchung entsprechend 
20° Uberdrehzahl einhalten, so darf man nur etwa 140° zulassen. Die Temperatur ~ 
der umgebenden Luft betragt in dem Verdichter ungefahr 30°, so daB gemafB Abb. 9 
die Eintrittstemperatur der Luft in das Laufrad 62° nicht itiberschreiten darf. In es 
der ersten Verdichterstufe wird die Luft bereits auf rund 120°C erwarmt. Es mu Bes 
also gefolgert werden, dafB ein gesicherter Betrieb mit der gewtinschten Drehzahl ze 
. ohne Zwischenkiihlung auf mindestens 62° nicht méglich ist. . 

Die Warmespannungen, die durch die ungleichmaBige Erwarmung hervorgerufen 
werden, fallen dagegen nicht ins Gewicht. Ihre Beriicksichtigung ist jedoch erforder- 
lichenfalls ohne weiteres méglich, denn die Temperaturverteilung geht bekanntlich 
in die entsprechenden Festigkeitsgleichungen lediglich als eine besondere Form der oem 
Belastung ein.® . ie 


-Y. Einige allgemein benutzte Bezeichnungen. 


w Winkelgeschwindigkeit der Laufraddrehung. . a Si : 
vy Poissonsche Konstante. i. 


E Youngscher Elastizitaétsmodul. - ee 

_ y spezifisches Gewicht. a 
o,, 6, in die betreffende Richtung fallende Komponente der Normalspannung. ae 
- &, & Spezifische Dehnung in der betreffenden Koordinatenrichtung. .- Sa 
uw Verzerrungskomponente in radialer Richtung. . mes 

h Scheibendicke. 

hr Schaufelhohe. oe ze Ae 


13 G, Kichelberg: Temperaturverlauf und Warmespannungen in Verbrennungsmotoren. 
Forsch. Ingenieurwes. H. 263. ete 


ab Schauteldigue ' : ay 
k Schaufelzahl. . . a 


u 2s a spezifische Masse. 


v Poissonsche Konstante. _ 5 
qaqa adiabatische Ziffern. 


”;—aa innerer adiabatischer Wirkungsgrad. oe 
(Bingegangen am 15. Tuli 1946.) 


(Siehe Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band I, Heft 1/2 und 3.) - 
II. Ausgebildete Turbulenz. | 
b) Statistische Theorien der Turbulenz. oe 


Die statistische Theorie der Turbulenz hat das Bestreben, Aussagen tiber die 
Mittelwerte der Geschwindigkeiten und ihrer Ableitungen, als auch iiber die Quadrate 
und Produkte derselben zu gewinnen. Schon O. Reynolds! hat versucht, die bei 
der turbulenten Stroémung auftretenden Spannungen durch die Mittelwerte der 
Geschwindigkeitskomponenten und ihrer Produkte auszudriicken. Die verschiedenen 
Theorien haben als gemeinsamen Inhalt die Festsetzung von Beziehungen zwischen 
gewissen Mittelwerten, so z. B. der durch den Mittelwert des Produktes der 
Geschwindigkeitsschwankungen definierten ,,Turbulenzspannung und dem mittleren 
Geschwindigkeitsgradienten. a 

In einer Reihe von Arbeiten beschiftigt sich J. M. Burgers? mit der Anwendung ~ 
der statistischen Mechanik auf die Turbulenz. Er beschrankt sich in seinen Unter- 
suchungen auf die zweidimensionale Bewegung in einem Kanal zwischen zwei festen 
Wanden. Weiter nimmt er an, da die Fliissigkeitsmenge Q, welche in der Zeit-_ : 
einheit und pro Héheneinheit durch einen Querschnitt des Kanals strémt, gegeben 
ist, und daB die mittlere Bewegung zeitlich unabhangig ist. Die mittlere Bewegung oe 
kann deshalb in jedem Punkt des Stromungsfeldes als Zeitmittel iiber ein bestimmites; 
gentigend grofes Intervall tj) <t < t) + 7 definiert werden. Die beiden Homo pee 
der Stromungsgeschwindigkeit konnen dargestellt werden durch 
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Berichte. ; Shines 3 
‘Das Turbulenzproblem. ‘ | 

Von F. Kraemar, Wien. | 
(Zusammenfassender Bericht tber Arbeiten aus den Jahren 1933 bis 1938.) 2 
4 
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u=utw, v=64+', 


wobei uw, v die Komponenten. der Hauptbewegung und w’, v’ die der Schwankungs- 
bewegung sind. Wird die x-Achse entlang der Kanalachse gelegt, so ist v und uw un- 
abhangig von 2. i 

Auf Grund der von Reynolds! und H. A. ‘Lawonee abgeleiteten Gleichungen 
fiir die Hauptbewegung ergibt sich die bekannte Beziehung 


~ 


LEE rer 
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in welcher w’ v’ den (von « unabhangigen) zeitlichen Mittelwert von J beilebiet ae a 
das Druckgefalle darstellt. ae 

Durch die Einfiihrung der Reynoldschen Zahl Re und ie Stromfunktion yp fiir at 
die Schwankungsgeschwindigkeit und Beachtung der Randbedingungen erhalt man 


Gl. (1) in der Form " 
Re-? Gti=—d-y, - 4S 


‘by —— 


. -_ ren : , 
bedeutet. L5H Manag | . 
-Multipliziert man Gl. (2) mit y und integriert sie nach y von — g His ,»- 80 


erhalt man nach einer kleinen Umformung unter Anwendung der Rendbediarunet 
u (— ee =u (+ 3) = 0 den Ausdruck. | 


J = 12 (Re-1—|dy- yi. eae 
Setzt man J aus GL (4) in Gl. (2) ein, so folgt 
du ‘g ( 2 
ay Sit (io Rel dy oy) Ret. (3) 


- Mit Hilfe von Gl. (4) und (5) laBt sich das Druckgefalle und se Verteilung der 

Geschwindigkeit der Hauptstromung berechnen, sobald die von den Schwankungs- 
poxchwindigkeiten abhangige GréBe ¢ bekannt ist. 
_ Um die statistische Methode anwenden zu kénnen, ist es erforderlich, eine Be- 
schreibung des Feldes der Schwankungsgeschwindigkeiten zu erhalten, das nur eine 
endliche Zahl von Parametern enthalt. Zu diesem Zwecke ersetzt Burgers das konti- 
huierliche Koordinatenfeld durch ein engmaschiges Punktgitter und nimmt an, dab 
das Feld der Schwankungsgeschw indigkeiten mit geniigender Genauigkeit peschrichen 
werden kann durch die Werte der Stromfunktion y in den Gitterpunkten. Bedeutet NV 
die Anzahl der Gitterpunkte, so ist jeder Strémungszustand durch N-Zahlen y, 
charakterisiert. Die y, werden als Koordinaten eines N-dimensionalen Phasenraumes - 
gewahlt. Durch Teilung dieses Phasenraumes in Zellen von geniigend kleinem 
Volumen @ stellt das Zentrum jeder Zelle eine bestimmte Konfiguration des Feldes 
der Schwankungsgeschwindigkeiten dar. Durch Betrachtung von Konfigurationen, 
-die durch Punkte innerhalb einer und derselben Zelle dargestellt werden, welche 
untereinander gleich sein sollen, und Abzaihlung der Zahl der Punkte in den ver- 
_schiedenen Zellen erhalt man ein System von Zahlen 7, n,n... . Diese Zahlen bestimmen, 
wie oft jede Konfiguration des Feldes der Soe Wann: ie eet im Zeit- 
raum ¢, <?¢<?#, + 7 auftritt. Fiir die Bestimmung der Mittelwerte — d. h. also 
fiir die Bestimmung der statistischen Eigenschaften des betrachteten mechanischen 
Systems — geniigt die Kenntnis der Zahlen 1, 7, n2...%,_,. Sie kennzeichnen 
einen bestimmten statistischen Zustand. Die Reihenfolge, in welcher-die verschiedenen 
~Konfigurationen des Feldes der Schwankungsgeschwindigkeiten in Wirklichkeit er- 
scheinen, spielt dabei keine Rolle. _ 

Als mogliche statistische Zustinde werden diejenigen betrachtet, die der ,,Dissi- 
pationsbedingung™ gentigen, bei denen also die Schwankungsbewegungen im Mittel — 
in der Zeiteinheit gerade so yiel Energie von der Hauptbewegung erhalten, as durch 
innere Reibung verbraucht wird. 

Nach Einfiihrung des ,,Gewichtes‘ eines statistisch beschriebenen Fae 
untersucht Burgers die in eine Reihe von Normalfunktionen entwickelte Sa ; 
der Schwankungsbewegung und diskutiert dieselbe eingehend. » 

In einer weiteren Arbeit? unterzieht Burgers die angewandten Methoden einer 
kritischen Betrachtung. Dabei weist er darauf hin, daB die Beschrankung auf ebene | 
Strémungsbewegungen eine groBe Einschrankung bedeutet. Insbesondere lassen 
sich Wirbelbewegungen mit zur Hauptstrémungsrichtung parallelen Wirbelachsen, 
eine Strémungsbewegung, die mdglicherweise von groBer Bedeutung ist, mit den 
benutzten Methoden : nicht berticksichtigen. Die Nichtanwendbarkeit der . Strom- 
funktion fiir réumliche Strémungsbewegungen 1aBt eine rechnerische Behandlung 
aussichtslos erscheinen. Ferner weist. Burgers in dieser Arbeit auf die nicht ganz 
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befriedigende Barechoune (der sulfleven Gosbtiwintligheita U ny and vergleicht diese 
mit der Prandtlschen und Karmanschen Rechnung. Weiter wird die angewendete — 
statistische Methode selbst einer Kritik unterzogen und auf das in einer friiheren 
Arbeit gefundene Ergebnis hingewiesen, da8 die Rechnung fiir den Fall eines Systems 
mit unendlich viel Freiheitsgraden zu einer Divergenz der Dissipation fiihrt. Hin 
formales Analogon der klassischen statistischen Mechanik besteht in der Tatsache, 
daB& im Falle eines konservativen Systems mit einer unendlichen Anzahl von Freiheits- 
graden der Energieinhalt dieses Systems unbegrenzt ist. Der fiir diesen Fall gefundene 
Ausweg durch die Quantenstatistik scheint aber unter Beriicksichtigung des Reynold- 
schen Ahnlichkeitsgesetzes fiir die Hydrodynamik nicht mdglich. AbschlieBend 
weist Burgers darauf hin, da méglicherweise ein tieferes pecan oe in das Wesen © 
der Dissipation neue Wege erschlieBen konnte. 
Einen zusammenfassenden Bericht iiber die Arbeiten J. M. Burgers ci Cok. P. 
Trubridge? 
W. Tollmien® reigt in einer Untersuchung, daB die Turbulenzstatistik im mie. 
schen Phasenraum fiir gewisse Falle zu paradoxen Ergebnissen fiihrt. So ergibt sich 
fiir die zweidimensionale Strémung zwischen zwei paratlelen ebenen Wanden mit 
Hilfe fae Dissipationsbedingung fiir die turbulente Reibungsspannung = 6b 


=o a aoe ein verschiedener Wert, je nachdem, ob man die Ableitungen und a 


als ,,vordere“ oder ,,zentrale‘‘ Differentialquotienten bildet. Dieses Ergebnis ist 
scheinbar auf das kiinstlich eingefiihrte diskontinuierliche Punktgitter zuriickzuftihren, 
das mit dem an sich kontinuierlichen Problem nicht vereinbar ist. 

In einer weiteren Arbeit’? behandelt W. Tollmien hauptsachlich die Frage, ob die 
Dissipationsbedingung als einschrankende Bedingung fiir die Verteilungswahrschein- 
lichkeit gewahlt werden soll. Nachdem nach neueren experimentellen Untersuchungen 
fiir die ausgebildete turbulente Strémung die Reibung keine ausschlaggebende Rolle 
zu spielen scheint, wird fiir das Innere-der Strémung die Reibung konsequent ver- 
nachlassigt. Zufolge dieser Tatsache scheidet die Dissipationsbedingung als ein- 
schrankende Nebenbedingung aus. Aus der Untersuchung anderer Nebenbedingungen 
auf ihre Brauchbarkeit fiir die ebene Kanalstrémung entwickelt der Verfasser ganz 
allgemeine Rechenvorschriften fiir Nebenbedingungen, die linear und quadratisch 
in den Phasenkoordinaten sind. Eine besonders einfache, aber nicht ausreichende 
quadratische Nebenbedingung ist die Kanstanz der mittleren kinetischen Gesamt- 
energie der Strémung 


Z(G) +(Sil-me 


_ Aus ihr folgt eine Geschwindigkeitsverteilung, die sttickweise konstant tiber den 


Querschnitt ist. Auch die Vorschrift der Schubspannung t = e ao in jedem 


Punkt der Strémung schrankt selbst dann den méglichen Bereich der Funktionswerte 
noch nicht geniigend ein, wenn man die Energiebedingung noch hinzunimmt. Auch 
in diesem Falle ergibt sich eine stiickweise konstante Geschwindigkeitsverteilung 
liber den Querschnitt. 

Kinen Ausweg aus diesen Schwierigkeiten vermutet W. Tollmien darin, da8 die 
Turbulenz. ein wesentlich dreidimensionaler Vorgang ist, auch wenn die mittlere 
Bewegung zweidimensional ist. 

F. Noether® untersucht im Hinblick auf eine atainene Turbulenztheorie die 
Stabilitat einer ebenen Kanalstrémung, die aus einzelnen. Wirbelfaden aufgebaut. 
ist.. Er geht dabei von der Annahme aus, da die Wirbeln i in wandparallelen Reihen. 
angeordnet. sind, die sich in der Langsrichtung mit verschiedenen Geschwindigkeiten. 


fohioden ane TH diesem cele are ate tnitt an die Stelle des ice 
ein mittlerer Abstand der Wirbelfiden. Die Kaérmansche Ahnlichkeitshypothese 
laBt sich dann als statistisches Gleichgewicht in der Verteilung der Wirbel deuten. 


- Eine dynamische Stabilitét im Sinne der Kérmanschen WirbelstraBe la8t sich 
bei diesem Strémungsmodell nicht angeben, sondern nur eine statistische in dem 
Sinne, daf die einzelnen Wirbel ihre Lage austauschen, aber das Gesamtbild erhalten 
bleibt. Die Stabilitatsfrage wird dahingehend modifiziert, daB die Bedingungen 
untersucht werden, unter welchen die dynamische Labilitat méglichst klein ist. Aus 
der Diskussion der Stérungsgleichung ergibt sich das Minimum der Labilitat fiir 
b/a = 0°57, wobei a der Langs- und b der Querabstand der Wirbel ist. AuBerdem. 
ergibt sick daB die Labilitit herabgesetzt wird, wenn die Reihenzahl eine gewisse 
Grenze nicht iiberschreitet. Man kann also darans verstehen, daB aus Stabilitats- 
griinden sich eine endliche, nicht verschwindende Linge als Mischungsweg einstellt. 

‘Unter Zugrundelegung einer Verteilung der turbulenten Schwankungen, die von 
- einer GauBschen Verteilung nur wenig abweicht, errechnen G. Dedebant, Ph. 

-~Schereschewsky und Ph. Wehrle®:?!° die Prandtl- und v. Karmanschen Ausdriicke 
fiir die turbulente Schubspannung. Gegentiber der v. Karmanschen Originalableitung 

besteht der Unterschied darin, daB fir die Schwankungsfelder Ahnlichkeit nur im 

Mittel vorausgesetzt wird. 


H. Gebelein"™ entwickelt eine eieiatceh’ Theorie der Turbulenz aus der Annahme, 
daB als Element der Statistik der Wirbel anzusehen ist, wobei keinerlei Veraussetzune 
getroffen werden braucht, ob derselbe als idealisierter Wirbelfaden oder ‘als diffus 
verteilte Rotation vorliegt. Fiir seine Entwicklungen nimmt er an, daf® an jeder Stelle 
der Fliissigkeit dort etwa vorhandene Wirbel mit der Geschwindigkeit der Strémung 
mitgenommen werden und da diese Strémungsgeschwindigkeit selbst eine Funktion 
~ der im betreffenden Augenblick in der Fliissigkeit vorliegenden Verteilung der Rotation 
ist. Aus Betrachtungen iiber das Kollektiv der Momentangeschwindigkeiten findet 
er, daB die Streuung dieses Kollektivs in emem Aufpunkt proportional der Quadrat- 
wurzel aus dem Absolutwert der mittleren turbulenten Rotation in diesem Punkt 
ist. Daraus wird weiter gefolgert, daB fiir die mittlere Streuungsgeschwindigkeit c_ 
an einer beliebigen Stelle der turbulenten Strémung die Beziehung gilt 


¢ = const. V1 rot |. (ie 
Die Streuungen des vollstandigen Kollektivs der infinitesimalen Zusatzgeschwindig- 


keiten ergeben einen Streuungstensor, der als_,,Turbulenztensor“ bezeichnet wird 
und fiir den sich der Ausdruck 


BESO ED 
Ay 4 
IT = — C? | rot v| x,?- 2 (8) 
2 0 0 
z+] 
Ohare Ons aa) 


ergibt, wobei C und x Konstante sind und x, die Koordinate des Aufpunktes P (2, | 
%o, #3) bedeutet. Fiir das Kreisrohr nimmt dieser Turbulenztensor die Gestalt 


—. 0 0 
2 x 
HI (P) =< BL—nP|rotv|-[ 2, (9) 
x+1 
0 ) 1 


an, worin R(1l—7) = R— y den Wandabstand des Aufpunktes P bedeutet.. In 


der Rohrachse ergibt sich der Turbulenztensor als 
11* 


Geel, | . aby (10) 


IT (0) = ©? R|rot v|-[ 03> 
oe ) 
0 0 ys 


Aus Messungen von Nikuradse fiir die Rohrstromung folgert Gebelein, dab R= 
und CO = 0°38 ist. Mit x = 0 erhalt man fiir den Tosh a ee der Rohrstrémung 
in Wandnahe den Ausdruck 


000 
II (n) = ae Bad a (11) 
06-5 \ 
und auf der Rohrachse 
. . 000 . | 
(0) = 3 C7 | rot vio 1 ) Tice . (12) 
001 Grates 


Bei der Anwendung seiner statistischen ‘Turbulenztheorie auf die Probleme der 
Wandturbulenz, der turbulenten Strémung in konvergenten und divergenten Kanalen 
und der freien Turbulenz findet Gebelein Ubereinstimmung zwischen seinen Rechnungen 
und den experimentellen Ergebnissen. Diese Tatsache ist ohne weiteres verstandlich, 
da vor allem die in der Theorie freien Konstanten aus den experimentellen Ergebnissen 
gefolgert werden. 

Die bedeutendsten Areiten zur statistischen Theorie der Turbulenz gehen von 
dem Begriff der ,,Korrelation aus. Schon A. Friedmann” hat die Korrelation — 
als -unbekannte Variable in die hydrodynamischen Gleichungen eingefiihrt. Doch 
konnte er seine Vorstellungen nicht zu Ergebnissen bringen, die mit dem Experiment 
_verglichen werden konnten. Erst G. J. Taylor! hat in seinen Arbeiten zur stati- 
stischen Theorie der Turbulenz mit Hilfe von Korrelationsrechnungen im Falle der ~ 
, isotropen Turbulenz‘‘ Ergebnisse itiber das Abklingen der Turbulenz in einem Wind- 
strom erzielt, die einen Vergleich mit den experimentellen Untersuchungen erméglichen. 

- Bezeichnet man die Geschwindigkeitskomponenten der Hauptstromung mit U; 
und die dariiber gelagerten turbulenten Schwankungen mit w,, so ist die momentane 
Geschwindigkeit in der 7-Richtung U; + u;. Da U, die mittlere Bewegung darstellen 
soll, mu im Mittel wu; = 0 sein, ganz unabhangig davon, wie stark die Schwankungen 
sind. Ein Maf8 fiir die Starke der Turbulenz erhalt man durch das quadratische Mittel 


== hee 
if SN / ue dt. <a HESS 
y=) + ee 


Fir die ,,isotrope Turbulenz‘, wie sie praktisch auftritt in einer Str6mung hinter 
einem Gitter oder im Luftstrom eines Windkanals in einiger Entfernung vom Turbulenz-. 
erzeuger, wird angenommen, daf die Mittelwerte von Quadraten und Produkten der 
Geschwindigkeitskomponenten und ihren Ableitungen unabhingig vom Ort des 
Beobachtungspunktes und invariant gegen Koordinatentransformationen — sind. 
Zwischen den Mittelwerten Pail 

_ (au)? _ {au \%, Pied AW a, — oui. Oe. 
=) «(ER S at «Roe 
wobei 7, k = 1, 2,3, 7 + k ist, gelten folgende pene ea jd 
| a, + 2a, =0, 
ay = 2a, = 0, 
Q,— A, — Ay — Ay = 0). 


” 


aoe beliebigen Bewegung 


e - ; Sas Ri Sarees 
_ Dieser Ausdruck folgt aus Gl. (15), wenn man beachtet, daB die Summe yD (s2+)’ 


dem fiir die isotrope Turbulenz Ap = 0 ist.8 


Die wichtigste Beziehung ist 


Peep \t As home a ee iG 
(Fe) = 5 ($4) mit 7+ k. (14) 


Durch Einfiihrung dieser Mittelwerte in den Ausdruck fiir die Dissipationsarbeit einer 


" wii = a at 7 4}; (15) 


aes sich durch Bildung der Divergenz der Stokes-Navierschen Bewegungsgleichung 
unter der Voraussetzung, da8 die auBeren Krifte ein Potential besitzen, ergibt und 
man die Koordinaten x, y, 2 bzw. die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w mit 


Ly, Lo, ‘&g DZW. Uy, Us, Us cara erhalt G. J. Taylor fiir den Mittelwert der Dissi- 


pationsarbeit 


Oxy, 


W=75 p ( ae iF 3 ie (16) 


> 
EG \ Oy 


aus den drei Gliedern der Form (se)" fiir die nach Gl. (14) (j)'= Ss (se) gilt, 
x; SS. ax, 2 \ 0x, 


und aus sechs untereinander gleichen Gliedern pa mit k +2 besteht, wobei auBex- 
k 


Da bei einer turbulenten Strémung jedes hin- und herschwankende Fliissigkeits- 
teilchen zufolge der Kontinuitaét durch Tragheits- und Zahigkeitswirkungen dauernd 
seine ganze Umgebung beeinflu8t, so wendet G. J. Taylor, um fiir die theoretische 


und experimentelle Untersuchung ein MaB fiir die Reichweite dieser Beeinflussung 


zu erhalten, den statistischen Begriff der Korrelation auf das Turbulenzproblem 
an. Der Korrelationskoeffizient gibt an, ob und in welchem MaB die gleichzeitigen 


-Schwankungen w und xu’ an zwei verschiedenen Punkten P und P’ voneinander ab- 


hangen. Nachdem fiir isotrope Turbulenz die Mittelwerte der Quadrate der Schwan- 
kungsgeschwindigkeiten gleich sind, kann der Korrelationsfaktor definiert werden als 


U; 


Uy, 5 
De = aa . : (17) 


Betrachtet man zwei Punkte P, und P,, deren Verbindungslinie senkrecht zur 


-a-Richtung liegt und deren Shetand y ist, so kann man die Seen Gan Schwankungen — 


wound u(y) durch den Korrelationskoeffizienten 


aos Soe 


definieren. R, als Funktion des Abstandes y hat einen ae Verlauf, daB sich 
fiir y = 0 der Misinalo Wert R, = 1 und fiir groéBere Werte von + y ein monotoner 
Abfall iiber einen kleinen negativen Wert auf Null ergibt. Von einem gewissen Abstand 
an besteht zwischen den Geschwindigkeiten kein praktischer Zusammenhang mehr, 


_d. h. es ist ein negativer oder positiver Schwankungswert wu - u (y) gleich wahrschein- 


lich, so daB® im Mittel w- u(y) = 0. Die altere Mischungswegtheorie der ‘Turbulenz 


_ kénnte man so interpretieren, dai dieser Korrelationsverlauf durch ein Rechteck 


dargestellt wird, dessen Breite der GroBe der einzelnen Fliissigkeitsballen bzw. dem 


-Mischungsweg selbst entsprache. Je grober die ‘Turbulenz ist, desto weiter reicht 


die Becnfascee und dente: breiter verlautt ‘die Kotelahionakearve: on as 
exakt definierbares Maf fir den Mischungsweg durch die GréBe der Turbulenz erhalt ee 
ls =\2 Ry (y) dy 


baw. 
tee ic Bay) dy 


wobei Y so “groB zu, wahlen ist, daB RK, (y) = - 0 ist. 

» 2 Jdecnach’ der Lage der Verbindungslinte der zwei Punkte und der Richwun der 
 untersuchten Geschwindigkeiten kénnen beliebig viele Korrelationskoeffizienten 
definiert werden. Bei isotroper Turbulenz gibt es aber nur zwei Korrelationsfunktionen, 

die nicht verschwinden und auch nicht aus Symmetriegriinden durch Koordinaten- 
transformation aufeinander zuriickgefiihrt werden konnen. Neben dem schon defi- a 
nierten Korrelationsfaktor R, ist der andere gegeben durch!* | 


Rea pee - (19) 


_ Fiir diese Korrelationsfunktion R, fallt die Richtung der untersuchten Schwankungen 
mit der Verbindungsgeraden zusammen. Mit dieser Korrelation kann ebenfalls ce 
GroBe der Turbulenz definiert werden als 


io as 
b= | R, (x) dx (20) 
baw. ae baa 
x a3 | 
i, = | Ry(x) de, nae (20a) 
Ore a . : : ; 


_ wobei uk jene Entfernung ist, bei der sich’ 2h ;.(4) = "0 ergibt. — . - \ 
Der  Zusammenhang zwischen Ry (y) und dem fiir die Dissipation wichtigen Mittel- 


wert =) findet G. J. Taylor auf folgende Weise: Wird R, (y) in eine Taylorsche ve 


Reihe entwickelt, so ae 


ee CONE meee er ou y> - fon 
Aus wu? = const. ergibt sich 
: ou? ou 
jy = Gp = (22) 
esi. durch nochmalige Differentiation ae 
Ou Ou \2 : 
wipe + (Fy) = (23) 
Unter Beriicksichtigung von Gl. (22) und (23) ergibt sich R, (y) fiir ae Werte 
von y als i 
= yr ( eu? : ages 
Daraus folgt ; 
BV? oy Saye Be gee at 4 Ae 
(=) =a2 ly ne ee == 2 UR 4a: “aes XS oo ea 


Dabei kann die eingefiihrte Liinge 2 geometrisch gedeutet werden als der Abstan 


vom Nullpunkt, in dem die Schmiegungsparabel bei y = 0 die Abszisse R, =0schneidet. 


_ (ou\2 . 
Setzt man den Wert fiir (F aus Gl. (24) in Gl. (16) ein; so erhalt man den 
Mittelwert der Dissipation als | 


7 


2 
a (25) 
: She Gl. (25) felt daB die Dissipation desto Sriiter ist, je ‘eleiner Awird. G. J. Taylor 

betrachtet A als den Durchmesser der kleinsten Wirbel, die durch die Zahigkeit ver- 

‘schluckt werden. Je kleiner diese Wirbel sind, desto spitzer ist der Verlauf von 

fk, (y) bei y = 0, und desto schneller wird eine solche Turbulenz abklingen. 

Zur Bestatigung seiner Theorie bestimmt G. J. Taylor den Wert fiir 2 aus Messungen 
von Simmons und Salter!” und H. L. Dryden'*® und fand den theoretischen Zu- 
sammenhang zwischen W und R, bestitigt. Die von L. Prandtl und H. Reichardt! 

‘durchgefiihrten R,-Messungen in einem Kanal eignen sich besonders gut zur Bestim- 

mung von d und G. J. Taylor zeigt, da8 fiir diese Stromung innerhalb der Genauigkeits- 

grenzen der Rechnung Gleichheit der insgesamt aus der mittleren Bewegung entnom- 
menen Energie mit der insgesamt dissipierten besteht. 


Durch Auswertung der Experimente von ©. B. Schubauer®® ermittelt G. J. 


Taylor die Korrelation R, und erhalt aus diesen Korrelationskurven Aufschlu8 iiber 
die turbulente Toc eakone quer zur Hauptstrémung. 


In einer weiteren Arbeit untersucht G. J. Taylor®! die Abhangigkeit der. Lage : 


des Umschlagpunktes, d. i. jene Stelle, wo die Reibungsschicht an einem angestromten 
Korper beginnt turbulent zu werden, von der Turbulenz. Die Grundannahme, dic 
er dabei macht, ist die, da8 es die turbulenten Schwankungen des Druoketadionten 
‘sind, durch welche die Lage des Umschlagpunktes durch die Turbulenz beeinfluBt 
wird. Bei der Rechnung wird vorausgesetzt, daB sich der betrachtete Korper in 
einem isotrop-turbulenten Luftstrom befindet. Fir den. quadratischen Mittelwert 


2) ergibt sich 


der DpaMADEUAeert: des Druckgradienten (2 ae 


ml). ee pele | oo 
(2)> L V eee Dae ls 


Aus (2), dem Staudruck q = = U2 (U mittlere Geschwindigkeit) und der Koordi- 


nate X (bei der Kugel die Bopenlange vom vorderen Staupunkt bis zum Umschlag- 


punkt) wird die folgende dimensionslose GréBe gebildet 

= (%\xX _(\ x : CF 
; A= (2)5 ~(2) ae oS 
Fir (2) der Ausdruck aus Gl. (26) eingesetzt, Bae | 


A=($) 4, a /2*/F A (278) 


Die Reynoldssche Zahl Re (X) des Umschlagpunktes | nun eine Funktion dieser 


dimensionslosen Gréfe und es ergibt sich die Beziehung 


roca = /[(E)(4)"h es 


wobei M die Maschenweite des turbulenzerzeugenden Gitters ist. Fiir gréBere Reynolds- 
sche Zahlen ate 60 kann l, ~ M gesetzt werden, so daB die Gl. (28) auch ge- 


schrieben werden kann in der Form 


‘Re (X) =F [(z) (4) ""] (28.2) 


? 


Diese Beziehung wurde an ebenen Platten” und an einem elliptischen Zylinder® — 


gut bestatigt. 
Eine besondere Bedeutung haben diese Ergebnisse von G.J. Taylor fiir die 


ty 
risk 


eee. 
mien 


kritische Remoldaxeks Zahl von Kigihs de Gee anes ein MaB nee 

Windkanals betrachtet wird. Rei, ist definiert als diejenige Zahl, bei dior: die Kugel | 
den Widerstandsbeiwert c. = 0°3_hat. Diesem c»-Wert entspricht bei verschiedenen _ con 
Kugeln und Turbulenzgraden ein bestimmter geometrisch abnlicher Strémungs- 
zustand. Aus Gl. (28a) folgt fiir die kritische re Zahl Rey Von = 
die Beziehung 


7 - e ; 
nomioy=o((S)(B)) 
wobei D der Kugeldurchmesser ‘ist. Diese Beziehung wurde durch experimentelle 


Untersuchungen” bestatigt. 
Neben der Beschreibung des turbulenten Geschwindigkeitsfeldes durch die 


Korrelation der Geschwindigkeitsschwankungen kann auch der Begriff des ,,Spektrums _ 


der Turbulenz‘‘ verwendet werden, wie G. J. Taylor® gezeigt hat. In diesem Falle — 
werden die Geschwindigkeitsschwankungen i in einem Punkt harmonisch in sinusformige 
Schwankungen zerlegt gedacht, jede von einer anderen Frequenz n, so da wu? F (n) dn ; 
der Beitrag der Schwankungen mit den Brequcazen zwischen n und n + dn ist. Da 


B= Jere) ind dn folet \F (n)dn = 1. 4 . 5 


uw: WU (x) 
uw 


Die Korrelation R, (x) = kann auch seielineben sbrdon als Korrelation der 


Geschwindigkeitsschwankungen an einem Punkt zu verschiedenen Zeiten in der : 


Form R , st Bogs RESIN ES S | is = ne ee ad a =F): 
Mee) , ve ist, dat Aa 9 ae 


GJ. Taylor zeigte, daB AR, (xz) und a VaR Fourier-Transformiert2 aufeinander — 


sind. Es gelten demnach folgende’ Gleichungen 


Fay=+ [rR (x) cos Se eae 3 
U5 1 U ; ; ( Oa) ; 
und PRK $ 
im os a (7 : : 
; R(x) =; F (n) cos U dn. (30b) 
Die, Lange 4 kann durch F (n) ausgedriickt werden in der Form — 
. co Sesh 2 
ie 2 d eee 
= tnt | a UF (n) 2 SASEy 


Aus experimentellen Untersuchungen von L. F. G. Simmons und C. Salter?® erweist 


sich das Spektrum unabhangig von der mittleren Geschwindigkeit U der Haupt-— 2 


stromung. Das steht in Ubereinstimmung damit, daB auch die Korrelation R,-(x) 
hinter Gittern nahezu unabhangig von U ist. Lediglich der Verlauf von R, (x) bei sohe 
kleinen Absténden und damit auch die Lange 4 hangen von U ab. Nach Gl. (31) 
miufte dann aber auch das Spektrum von U abhingen. Genaue Messungen zeigen 
nun, daB das Spektrum in einem grofen Frequenzbereich von U unabhangig ist, 
daB sich aber bei sehr hohen Frequenzen je nach der mittleren Geschwindigkeit yk: Mee 
anderer Verlauf ergibt. Die hohen Frequenzen sind aber gerade fiir den Zusammen- 
hang des Spektrums mit A nach Gl. (31) weses:tlich. 

In sehr allgemeiner Weise fithrt Th. v. KArmén'*.2? den Begriff dex Korrelation _ 
in die statistische Theorie der Turbulenz ein. Er betrachtet den durch Gl. (17) defi- 
nierten Korrelationsfaktor als die Komponente von einem ,,Tensor‘‘, dem. sogy 
, Korrelationstensor“. Fiir isotrope Turbulenz ist dieser Tensor symmetriseh, so daB 
R;;, = R;,; ist. Das Feld dieses Korrelationstensors kann als ein Spenmungsteld 


1. Ry, ist: dann die Spannung i in einer Flache senkrecht zu der Achse 2;. 
‘olge den hbmetcis des Tensors kénnen alle Spannungskomponenten dargestellt 

werden durch zwei Hauptspannungen R, und R,. Sowohl R, und R, sind skalare 
Funktionen der Entfernung r der Baba Punkte Pad P". Barcichhet man die 


Komponenten von r mit &,, &, €s, so kann der Korrelationstensor dargestellt werden 
in der Form car 


RR / 8,3 1: &, §5 100 
R = ae” eae Sa &, &,° &5 5 + des 01 0}. aes (32) 
Guiceres Caress. 001 ; 
fh, und R, sind die in Gl. (18) und (19) definierten Korrelationsfaktoren. 
Der von v. Karman abgeleitete Zusammenhang zwischen R, und R, kann nach 


Prandtl"* folgenderma8en abgeleitet werden: Betrachtet man die ein- und iaatlisboue 
Flissigkeitsmenge durch eine Kontrollflache, die sich mit der gleichformigen Haupt- 


_strémung fortbewegt und aus einer Halbkugel mit dem Radius r, und ihrer Durch- 


messerebene zusammengesetzt ist, so tritt infolge der turbulenten Schwankungen 
durch die Durchmesserebene in der Zeiteinheit die Menge 


"y 


¥ o | w Ry (r) 2ardr 
0 


hindureh. R, (r) kann an Stelle R, (y) geschrieben werden, da wegen der Isotropie 
der Turbulenz die Lage des Pea ocns beliebig sein kann. Aus der Halb- 
kugel strémt heraus die Menge 


f g| weos a Ry (r) 2a ry sin w+ 7 da = 2% R, (r) 7°. 
Zufolge der Kontinuitaét miissen die beiden Mengen gleich sein, so dafs folgt 


cat 


[a R, (r)2ardr=awR, (rr. 
: 


Diese Gleichung, nach 7, atest ae ergibt 


2 dR 
alta sls r Rye) + | 
oder, da ger Radius der Halbkugel r, beliebig ist, 
: : Toten. dlp 
bzw. R,(r) = Ry (r) + > rt 
; p ahs 24 Ry Se: 7 (33) 


Durch Verwendung des Korrelationstensors zeigt v. Karman, daB der Mittelwert 
du, Cu; 
dx, Bq, 


dargestellt werden kann als 
du, Ou; =—7| 2 R;; 
#5 08, 0; J& =léy = & = 0 
Zufolge Gl. (32) und (33) kénnen alle Mittelwerte von Produkten murtickgeftihrt 
werden auf die Form ge: (dR; 
‘ pie const. + wv ( a 4 


dr? 
‘Nachdem (S),_, gleich ist dem Reziprokwert des Quadrates einer Lange 2, 
r=0 
die identisch mit der von G. J. Taylor eingefiihrten GroBe ist, so kénnen alle Quadrate 
und Produkte der Geschwindigkeitsableitungen ausgedriickt werden in der Form 
yu" 


const. - re 


noe 
‘ae 


eae 
a ¢ 


Aus oe Stakes: Navierschen "Be wabingseiecuane Jeitet v. Karman 


“ 


syle maui 


nahme, daB die oe - ere veranderliche Funktionen der Zeit aii die ee . 


sie 


a (Bix i ie U ) =2Y eZ AR ys EA apne hs : ee 
b ° nis / 4 y ; ‘ Bos 4 a De : y 
eo ee =2 v8 a | - | a Dees (tay | 


} 


ab. Unter der Annahme, daB fiir 7 = 0, He 


dt 


Aus Gl. (34) und (35) ) erhailt v. Ro! fir die Anderung der Roralation ‘R, mit der 


Zeit. die Gleichung 
aR, 9 ek, ; 4 OR, 
: fre ee ee ! 
Diese Gleichung bestimmt R, fiir jeden Zeitpunkt, wenn R, fir ¢ = 0 gegeben ist. 
Unter Annahme ahnlich hleender Abhangigkeit des Korrelationskoeffizienten vom 


ppavand wird die Beziehung | 


BR | (37) 
abgeleitet. Seer 
Fur das uae der Turbulenz folgt aus Gl. (35) und (37) Ses 
a — st. : Ea ye 
Re (38) 


Diese Gleichung, angewandt auf das Abklingen der Turbulenz in einem Luftstrom 
hinter einem Gitter, ergibt: 


; Hh = 0 ist, folgt na Gl. (34a) | 


dit? =a 10» a es ; Y : (35) 


Ry : | Ay 


we = : : oe oe. eres 


ax 
( +a) es 
wobei U die mittlere Stromungsgeschwindigkeit aT ae te he eds 
Taylor erhalt als Ergebnis seiner sis fiir diesen — 


Tie 1 x )) 
3 le =a 1 const. +>. (20) 
Diese Gleichung stimmt mit Gl. (39) tberein, wenn « — gesetzt wird. 

Analog der durch Gl. (35) dargestellten Energiedissipation stellt v, Karman fiir 
die Wirbeldissipation die sep eioh an’ 


da 


5 iia ae 
-wobei ho = 3 BE (dR ]dey, ist, auf. 


Fiir die turbulente Stremeiie mit Schubspannung in einem Kanal mit pariiloles 
Wanden erhalt v. Karman die ee 


i ew ($ + 2) aes ee 


2 


In dieser Gleichung ist 0 ( AF . die Energie der Gesehwindigkeitsschwankungen, 
bezogen auf die Volumeinheit, 0 uw,’ (4 aa n) ist die Energiestromung durch Kon: 
vektion, bezogen auf die Flacheneinheit der x, 23-Ebene, ee die Schubspannungs- 
arbeit und i a a al die Energiedissipation durch h Zahighet 


- 


: \ 


o ea 
aoe 10 » ae ‘ (41) 


ae . : (42) 


. de tae 
asi nzproblem. 


og ergibt: sich fiir den Wirbeltransport die Gleichung 

= Te, eo yy (dar\2 
day (xs a, es a= ce ' 

Im Falle der ,,homologen Turbulenz‘ sind die Korrelationskoeffizienten unabhangig 

von der Lage der betrachteten Punkte und die quadratischen Mittelwerte der Ge- 


schwindigkeitsschwankungen réumlich konstant. Die turbulente Couette-Stromung 


kann angenahert als homolog angesehen werden. In diesem Fall reduziert sich 
Gl. (42) zu 


a Sgt earl) : ; 
Tt “dy == DIPy ea 8 é (44) 
Fir den Wirbeltransport wird die Gleichung 
d Ode ares Bi iearhek wees 
ge a a a 4) 


abgeleitet. Aus dieser Gleichung ergibt sich die Verteilung der mittleren Geschwindig- 
keit als ; ; BN a: 


a U =U, +4)/= iogt ea tae 
SGV G Pee a |G 
wobei a die Entfernung von der Mitte des Kanals bis zur Wand ist. 


AbschlieBend fiihrt v. Kéarmén Betrachtungen tiber mégliche Ansitze fiir den 
Fall der nichthomologen Turbulenz (ruhende Kanalwande) durch. 


ghee a Taylor?® bestatigt auf Grund von Messungen L. F. G. Simmons die Richtig- 


(46) 


keit der von v. Karman aufgestellten Gl. (33). Dagegen weist er nach, daB Gl. (34) - 


fiir die zeitliche und raumliche Anderung des Korrelationskoeffizienten R, nur dann 
gilt, wenn an 


ist und die Mittelwerte der Tragheitsglieder in der Stokes-Navierschen Bewegungs- 


gleichung Null werden. Weiter glaubt der Verfasser auf die Ungiiltigkeit der An-— 


nahme Th. v. Karmans schlieBen zu kénnen, nach welcher die Abhangigkeit der 
betreffenden Korrelation vom Abstand der beiden Beobachtungsorte im Laufe der 
Zeit ahnlich bleiben sollte. Eingehend erlautert G. J. Taylor, da seine Anschauungen 
von denen Th. v. Kérmans in vielen Punkten abweichen, trotzdem die Gl. (39) fiir 
das Abklingen der Turbulenz die Gl. (40) von Taylor als Spezialfall enthalt.— 


L. H. Dryden?® untersucht die spektrale Verteilung der Geschwindigkeits- | 


schwankungen fiir den Fall der isotropen Turbulenz. Ist die Schwankung der w- 
Komponente an einem bestimmten Ort gegeben durch 


u=V2 du, cos (2a nf t — a), 
, i ra, wey ogi 
so ist w2 = + w,2 oder im Grenzfall mit anderer Normierung wu? = | up df. Weil 
bei gegebener Translationsgeschwindigkeit des ganzen Feldes jeder einzélnen Frequenz 
eine bestimmte Wellenlinge 2 zugeordnet werden kann, so kann auch geschrieben 
werden Naty: 
w=,|\ u, dd. 

Aus der Betrachtung der Energie der Schwankungen, bezogen auf die Volumseinheit, 
ergibt sich ope? | 

1 ates 
E 7] Ey oy OQ U3. 


(43). 


Myre ves ; = 


Die Kenntnis dieser Funktion Z, ist fiir die Pacpilens von groBer Bedeutu 


wird nun weiter gezeigt, daB durch die Annahme der affinen Anderung der Energie- 
verteilung durch die Dampfung im Laufe der Zeit man schreiben kann 


By i) =+ 7 2(4 0), 


worin A und a Funktionen von ¢ allein sind und By als Funktion von A sich aus dem 


_ Dissipationsgesetz bestimmen 1aft. 


Es werden zwei) Falle betrachtet: a) viskose Dissipation nach dem Gesetz 


oH, Ey 
shi ; = — 1207’ » 72> 
wobei sich ergibt at 2 
ae 4 Ey A —n : —k Ag? /A2 Lo) ; ca . 5 3 : 
: 1 eS ae eo (+-) € fur ean os ede 
b) turbulente Dissipation nach dem Gesetz 

O#;, eee o 

Sees ee gs 


In diesem Falle ergibt sich 


1 / m )\—2 
; Ey A jee a 2 
| w= Bela) +E (a) "f : 
Fir beide Falle 1a8t sich auch die Gesamtenergie als Funktion von ¢ ausdriicken 
sowie die Beziehung zwischen dem ,,MaBstab“ des Feldes (A, im ersten und L, im 


: Bs Fall) und der Zeit t herleiten. Fiir die beiden Falle ergeben sich die Gicichtinsert 


120 2? v t- : o wae 
A? = Ae Seay ocr 
m+1 m+1 a 


te Oph 


ca a = 


Die fiir den zweiten Fall ncudbnio nn Gleichung wird durch experimentelle Unter- 


-suchungen gut bestatigt. H.L. Dryden stellt auBerdem noch Betrachtungen iiber 


den Zusammenhang seiner Ergebnisse mit denen der Theorie von Th. v. Karman 
und G. J. Taylor. 2 i 

C. L. Pekeris®® geht in seiner Uptersucinos des Wirbelgleichgewichtes in einer 
parallelen scherenden Fliissigkeitsbewegung von der Wirbeltransportgleichung (43). 
aus. Durch Integration dieser Gleichung zwischen den beiden Wanden findet er 
Beziehungen zwischen der Erzeugung der turbulenten Wirbel an der Wand und der 
Wirbeldissipation durch die Fliissigkeit. 
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‘Personliches. 


Franz Jung, Ehrendoktor der Technischen Hochschule Wien. 


Am 21. November 1947 ist Professor Dr. Franz Jung auf einstimmigen Beschlu8 des 
Professorenkollegiums zum Ehrendoktor der Technischen Hochschule ernannt wordgn. Da 
er am 14. Mai 1947 fiinfundsiebzig Jahre alt geworden ist 
und mit dem vorigen Studienjahr wegen der Altersgrenze als 
Honorarprofessor seine ‘Lehrtatigkeit einstellen muBte, so modge 
diese Gelegenheit beniitzt werden, eine kurze Wirdigung seines 
Wirkens und seiner Arbeiten zu bringen. 

Er wurde in Hohenelbe in Béhmen geboren, sindierts an 
der Prager Deutschen Universitat Mathematik und Physik und 
erwarb das Doktorat fiir Philosophie. Als Assistent an der 
Technischen Hochschule in Prag habilitierte er sich 1904 als 
Privatdozent fiir Mechanik. Zwei Jahre darauf erhielt er einen 
Lehrauftrag an die Technische Hochschule in Wien, wo er 1911 
zum a. o. und 1919 zum ordentlichen Professor der Mechanik 
ernannt wurde. In den Jahren 1921. bis 1923 war er Dekan 
der Fakultat fiir Angewandte Mathematik und Physik und 
bekleidete 1930/31 die Wiirde eines Rektors dieser Hochschule. 
Jung ‘hat 42 Jahre hindurch an unserer Hochschule als Lehrer 
und Forscher in vorbildlicher Weise gewirkt, tausende von 
Studenten sind von ihm in die Mechanik, die Grundlage der 
technischen Wissenschaften eingefiihrt worden und jene, die 
ihr Studium ernst er eats haben ihm ein gutes Angedenken 
bewahrt. - 

'  Wegen seiner grofen - -Bescheidenheit sind seine hervorragenden Arbeiten auf dem Getiiets 
der Mechanik und insbesondere der Vektorrechnung vielleicht auSerhalb des Kreises der engeren 


Fachgenossen nicht in dem Mafe gewiirdigt worden, als sie es verdienten. Sein Bestreben war — 
immer darauf gerichtet, die anschaulichen Methoden und Ergebnisse der Geometrie in den Dienst 
der Mechanik zu stellen. Deshalb wandte er sein besonderes Interesse der Vektorrechnung zu, 
die ja dazu besonders geeignet ist. So gab er in seiner 1903 im Archiv der Mathematik und Physik 
erschienenen Arbeit ,,Bemerkung zur Ableitung der Eulerschen, Bewegungsgleichungen“ zum 
erstenmal eine vektoranalytische Ableitung dieser Gleichungen. Er beschaftigte sich besonders 
mit den allgemeinen Begriffen des raumlichen Gr6Benfeldes. In einer Reihe von Abhandlungen, 
die in den Jahren 1908 bis 1910 veréffentlicht wurden und von denen besonders die ,,Ableitungs- 
bildung im réumlichen Gré8enfeld“ in der Zeitschrift fir Mathematik und Physik und ,,Die 
Polarableitung verschiedener Stufe und ihr Zusammenhang“ in den Sitzungsberichten der 
Akademie der Wissenschaften zu erwahnen sind, stellte er den allgemeinen Begriff der Feldableitung 
fiir Raume beliebiger Dimensionen auf, behandelte deren Zusammenhang mit den Stokesschen — 
und Greenschen Sdtzen und fihrte die Bezeichnung ,,Affinor‘‘ ein, die dann allgemein ange- 
nommen wurde. Als Anwendung dieser Sitze gab er in der 1918 in der Physikalischen Zeitschrift 
erschienenen Arbeit ,,Zur Ableitung der, Schwerefeldleitungen‘‘ eine klare und einleuchtende 


-Ableitung der Gleichungen der Einsteinschen Relativititstheorie. Auch auf dem Gebiete der 


Hydromechanik hat er bedeutsame Arbeiten geliefert. Neben einer schon im Jahre 1909 erschie- 
nenen Arbeit ;,Hydrostatischer Druck auf eine Wandflaiche“ stellte er im Jahre 1941 in einer 
Abhandlung in der Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Physik Uber den Zusammen- 
hang einiger Formeln fir den hydrodynamischen Auftrieb‘‘ Ausdriicke auf, die es in einfacher 
Weise ohne Reihenentwicklungen erlauben, den Auftrieb und das Auftriebsmoment eines Kérpers 
in einer stationdr stromenden Flissigkeit anzugeben. Noch im Jahre 1946 hat er in unserem 
Ingenieur-Archiv eine Arbeit iiber den ,,Culmannschen und den Mohrschen Kreis“ veréffentlicht. 

Jungs Verdienste als Lehrer und Forscher sind aber nicht alles. Er war, was in der jetzigen 
Zeit besonders hervorzuheben ist, immer ein aufrechter Mann, der auch unter der national- 
sozialistischen Herrschaft seine Uberzeugung nie aus Furecht vor Nachteilen verleugnete und 
auf den sich seine Freunde voll und ganz verlassen konnten. 

Moge es ihm gegénnt sein, noch viele Jahre in geistiger und kérperlicher Frische und Ristig- 
keit seiner Arbeit zu leben. | K. Wolf, Wien. 


Buchbesprechungen. 
Die strenge Lésung fir rollende Reibung. Von L. Féppl. 448. Minchen: Leibniz-Verlag. 1947. 


Professor Ludwig Féppl1 lebt und lést eine alte Aufgabe der angewandten Mechanik und 
auch der Oldenbourg-Verlag lebt noch, allerdings unter dem neuen Namen Leibniz-Verlag. Das 
sind erfreuliche Nachrichten: dieses Heftes. 

Schub- und Druckverteilung, Schlupf und Beanspruchungen zwischen getriebener und ge- 
bremster rollender Walze und ebener Platte (Rad und Schiene) aus vollkommen elastischem und 


_gleichem Baustoff werden errechnet.. Die Bertihrungsflache wird hierfir in ein Haftgebiet ohne 


Relativbewegung zwischen den bertihrenden Teilen zerlegt, in dem iberall die Tangential- 
spannungen gleich gro8 sind, und in ein Gleitgebiet, in dem Coulombs Reibungsgesetz und Hertzens 
Druckverteilung gelten. Durch einleuchtende Ansatze tiber die Spannungsverteilung werden 
strenge Lésungen gefunden, aus denen sich das Verhaltnis «/u) der Haftreibung zur Gleitreibung 
und fur alle Tangentialkrafte gréBer als Null das Verhaltnis des Schlupfgebietes zur gesamten 
Bertthrungsflache «, = 0°64 unabhingig von der GréBe der Normalkrafte und die Druck-, Schub- 
und Spannungsverteilungen ergeben. Das Verhiltnis des Haftreibungsbeiwertes zum Gleitreibungs- 
eee erreicht, einen Gro8twert ju/u) = 1:136, nach dessen Erreichen vollkommenes Gleiten 
eintritt. 

Haftreibungen, gré8er als Gleitreibungen bei gleicher Belastung, welche auch beobachtet 
wurden und sich aus den Ansi&tzen durch strenge Rechnung ergeben, sucht Féppl durch Vor- 
spannungen an der Berthrungsflache zu erklaéren und verspricht, darauf in einer spateren Arbeit 
naher einzugehen. Jedoch mégen auch unvollkommene Glitte und Reinheit der Oberflache 
und Oberflachenkrafte mitspielen. Der berechnete Schlupf stimmt mit Messungsergebnissen 
von G. Sachs an Flufeisen und WeiSbuche gut iiberein, die auch «, = 0°64 unabhingig von 
der Tangentialkraft vermuten lassen. Allgemeine Formeln iiber die Spannungen der Walze und 
Platte sollen noch in einer spateren Arbeit verarbeitet werden. 

Wahrend im allgemeinen die ein- und auslaufenden Fasern der Walze und Platte bis auf 
das Vorzeichen gleich grofe Spannungen erleiden, kann der Bremsklotz einer gebremsten Walze 
so nahe der auslaufenden Faser angebracht werden, daB die Spannung der auslaufenden Faser 
absolut groBer wird als der einlaufenden. Auch diesen Fall berechnet Féppl. SchlieBlich gibt 
er, fur das Anfahrmoment M,) = A oN mit «) = 0°118 den Arm fo = 0'118 A an, wahrend 
far gleichbleibende Geschwindigkeit das Rollmoment kleiner als M, ist und berechnet die Schlupf, 


 arbeit fir beliebige Tangentialkrafte. Fir die unbeschleunigt rollende, weder getriebene noch 
gebremste Walze ist der Arm der rollenden Reibung { = 0-098 A, also kleiner als der Arm des 
Anfahrmomentes. Darin ist A die halbe Linge der Berithrungsfliche in der Bewegungsrichtung, 
gerechnet nach Hertz. , oe fe : 
' Hoffen wir mit Féppl, da8 er oder Nachfolger bald auSer den erwihnten Erganzungen die 
Lésungen der tibrigen praktisch wichtigen Fille rollender Reibung auch mit verschiedenen Elasti 
zititskonstanten fiir den Durehschnittsingenieur fafSbar veréffentlichen kénnen. 


LL. Richter, Wien. 


Der Briickenbau. Herausgegeben von H. Melan. 3. Band: Stahlbricken. Von F. Hartmann +. 
- 1. Teillieferung. Mit 433 Textabb., XIX, 4968S. Wien: F. Deuticke. 1946. S 100.—. 


_ Das bekannte Werk ,,Der Briickenbau‘‘ von Joseph Melan war durch die bedeutsame Weiter- ; 

entwicklung, die der Briickenbau wihrend der letzten Jahrzehnte erfahren hatte, iberholt worden. 
Prof. Dr. Ernst Melan der Techn. Hochschule Wien entschlo8 sich daher, das Werk seines Vaters 
neu herauszugeben. Als ehemaliger Schiiler und Assistent Joseph Melans titbernahm der inzwischen 
verstorbene Ordinarius fiir Stahlbau der Wiener Techn. Hochschule, Prof. Dr.-Ing. Friedrich 
Hartmann, die Neubearbeitung des den Stahlbriicken gewidmeten dritten Bandes und legte 
ihr seine eigenen, dem letzten Stande der Entwicklung angeglichenen Vorlesungen tiber dieges 
Fachgebiet zugrunde. - : 
, Hartmann hatte die Absicht, diesen Band wegen des bedeutend vermehrten Umfanges nicht 
-mehr in zwei Halften, sondern in drei Teillieferungen zu. ver6ffentlichen. Hierbei sollte die dritte 
-Yeillieferung die Bogen- und Hiingebriicken behandeln. Ein tragisches Geschick lie® ihn die 
bereits weit gediehene Arbeit nicht mehr vollenden; er konnte das Manuskript tiber die Bogen- 
briicken nicht mehr abschlieBen, jenes tiber die Hangebriicken nicht mehr in Angriff nehmen. 
Als Hartmann verschied, waren aber die Bogen der ersten Teillieferung bereits ausgedruckt und 
von der zweiten Teillieferung lagen teils schon Umbriche, teils erst Biirstenabziige und zum 
Teil blo&B das handgeschriebene Manuskript vor. Die weitere Betreuung dieses Nachlasses Prof. 
Hartmanns tibernahm der Herausgeber des Gesamtwerkes ,,Der Briickenbau‘‘, Prof. Dr. Ernst 
Melan, und mit seiner Hilfe diirfte es dem Verlag IF. Deuticke in Kiirze gelingen, auch die zweite 
Teillieferung, die mit der ersten ein in sich abgeschlossenes Werk tiber feste stahlerne Balken- 
briicken bilden wird, der Offentlichkeit zu tibergeben. 

In der vorliegenden ersten Teillieferung werden zunichst die Baustoffe, die Konstruktions- 
elemente und die Verbindungsmittel einSchlieBlich der SchweiSverbindungen behandelt, wobei 
der Frage der Dauerfestigkeit, besonders im Zusammenhange mit der Verwendung hochwertiger 
Baustihle, besondere Beachtung zugewendet wird. Es folgen allgemeine Betrachtungen tiber 
die verschiedenen Arten von Briicken, tiber die in Frage-kommenden Tragwerkssysteme, tiber 
die Querschnittsausbildung der Briicken, tiber die Festlegung ihrer Licht- und Stitzweiten und 
iiber die Austeilung allfalliger Zwischenpfeiler; auch die schénheitliche Wirkung der Bricken 
und die notwendige Einfiigung in das Stadt- bzw. Landschaftsbild wird bericksichtigt., Bei der 
anschlieBenden Erérterung der einwirkenden Krafte wird besonders auch der dynamische Einflu8B 
der Verkehrsbelastung gewiirdigt und es werden Ergebnisse von Messungen und von theoretischen 
Uberlegungen den beziiglichen Bestimmungen unserer derzeitigen Vorschriften gegeniibergestellt. 
Im Absatz ,,Sicherheit und zulissige Inanspruchnahme‘‘ werden die Méglichkeiten des Ver- 
sagens stihlerner Briicken — Auftreten unzulassiger groBer Formanderungen, Bruch eines Bau- 
- gliedes nach hiiufig wiederholter Belastung oder nach einmaliger Uberschreitung der Knick- 
grenze — aufgezeigt; das Zustandekommen groBer Forminderungen wird unter Berticksichtigung 
der elastisch-plastischen Eigenschaften der Baustéhle an fachwerkartigen und an vollwandigen 
Tragwerken untersucht und das unterschiedliche Verhalten statisch bestimmter und unbestimmter 

Systeme dargelegt. 

Die folgenden Absitze befassen sich mit Stabilitatsproblemen, wobei der Autor tuber den 
Inhalt seines bekannten Buches ,,Knickung, Kippung, Beulung‘‘ (Wien, F. Deuticke, 1937) zum 
Teil hinausgegangen ist. So hat er ein von Prof. Dr. E. Chwalla entwickeltes Verfahren zur 
Berechnung exzentrisch gedriickter Stibe auf seitliches Ausdrehen (Biegedrillknicken) aufge- 
nommen, wodurch eine, bei der Bemessung T-férmiger Druckgurte zutage getretene Liicke der 
Stabilitatstheorie geschlossen werden konnte. Auch hat ér die Beulung versteifter. Rechteck- 
platten viel ausfihrlicher behandelt. 

Nach einem kurzen Abri8 iiber die Berechnung und die konstruktive Gestaltung genieteter 
- Anschliisse und StéRe wird sodann eingehend die Berechnung und die Durchbildung des genieteten 
sowie des geschweiBten Vollwandtragers dargelegt. Hierbei werden alle mit der. SchweiBung 
zusammenhangenden, fir die Entwurfsbearbeitung wichtigen Fragen tber schweifgerechte 
Konstruktion, Schrumpfwirkungen und Eigenspannungen, gimstigste Reihenfolge der SchweiBun - 
gen, Montageeinzelheiten usw. behandelt. 


= 


Sodann wird die Konstruktion der Fahrbahn von StraBen- und Eisenbahnbriicken. rte 
Unter den ausgewihlten mustergiltigen Beispielen finden sich auch neueste Ausfihrungen v 
Fahrbahnen fir StraBenbriicken mit betongefillten weitgespannten Buckel- und Hangeblechen, © 
sowie Leichtfahrbahnen. Neben der den Vorschriften und Normen entsprechenden Berechnung — 
der Fahrbahntriger wird auch eine genauere Berechnung gegeben und sodann die konstruktive 
Gestaltung des Tragergerippes besprochen. Dieser Absatz enthalt auch eine eingehende Unter- 
suchung tiber den Hinflu8 der Gurtdehnungen der Haupttrager auf die Fahrbahn, worauf die 
MaSnahmen zur méglichsten Beschrankung der Zusatzspannungen erdrtert werden. Einer Zu- 
sammenstellung der Querschnitte von neueren Briicken genieteter und-geschweiSter Ausfihrung 
sind auch Einzelheiten itber die Entwasserung, tiber den Fahrbahniibergang auf die Wider- 
lager usw. zu entnebmen. Mr adat 

Der folgende, den schiefen Briicken gewidmete Absatz zeigt die méglichen Anordnungen des 
Tragergerippes, konstruktive Einzelheiten der Anschliisse und enthalt die Ermittlung der in diesen 
Briicken auftretenden zusitzlichen Spannungen. Der Absatz ,,Haupttrager‘‘ bringt auch; die — 
Berechnung seitlich gekrimmter Haupttrager. : pe: : 

Im anschlieBenden Absatz ,, Tragerrostbricken‘‘ wird nach Hinweis auf besondere Berechnungs- 
verfahren das leichtverstindliche und an keine besonderen Voraussetzungen gebundene elementare 
Verfahren der Baustatik dargelegt, das fir praktische Berechnungen dann in Frage kommt, 
wenn eine geringere Zahl von Haupttrigern und wirksamen Querverbindungen vorliegt. Zur 
Erlauterung wird ein Tragwerk, bestehend aus vier Haupttragern mit drei Zwischenquerver- 
bindungen, in dieser Weise durchgerechnet. Den Abschlu8 dieses Absatzes wird erst die zweite 
Teillieferung bringen, die vor allem die Fachwerksbriicken behandeln wird. as 

Es war immer das Bestreben Hartmanns, die Einwirkungen, denen die Tragwerke und ihre 
Teile unterworfen sind, scharfer zu erfassen und den Verlauf und die Gré8e der inneren Krifte 
genauer zu ermitteln, um dafiir den Werkstoff héher ausniitzen zu kénnen. Hieraus erklart sich 
die vertiefte Behandlung theoretischer Fragen. Erstaunlich ist die groBe Zahl eigener Arbeiten, 
auf die er sich beim Aufbau des Stoffes stiitzen konnte. Das Buch ist in leicht verstandlicher 
Weise abgefaBt; die Anwendung der verschiedenen Berechnungsverfahren wird an zahlreichen 
Zahlenbeispielen anschaulich dargelegt. Die zur Erlauterung konstruktiver Einzelheiten und 
zur Schulung des konstruktiven Gefiihls dienenden Abbildungen sind mit gro®er Sorgfalt aus- 
gewahlt worden und betreffen mustergiltige Briickenausfihrungen. Das Buch ist sowohl den 
Studierenden der Technischen Hochschulen als auch jenen Ingenieuren der Praxis, die sich in 
das Fachgebiet einarbeiten oder die ihre Kenntnisse tiber den Stahlbriickenbau vertiefen und 
neue Anregungen empfangen wollen, bestens zu empfehlen. Dem Verlag F. Deuticke ist es 
trotz der ungiinstigen Verhaltnisse gelungen, das Buch in ausgezeichneter Ausstattung heraus- 
zubringen. ie K. Girkmann, Wien. 
Die philosophischen Grundlagen der wissenschaftlichen Erkenntnis. Von A. Fischer. VI, 240 8. 

Wien: Springer-Verlag. 1947. In Osterreich: S 30.—. Im Ausland: sfr 18.—. 


Die in der heutigen Zeit.sich vollziehende sttirmische Entwicklung der Wissenschaften nétigt 
viele Wissenschaftler, sich mit den Problemen der wissenschaftlichen Erkenntnis auseinander- 
gusetzen. Anderseits fiihlen viele Fachphilosophen das Bediirfnis, sich in die Problematik der 
Einzelwissenschaften zu vertiefen. pos. 

Der Verfasser stellt sich in diesem Buche die Aufgabe, eine sachliche Darstellung der Probleme 
der Erkenntnislehre zu geben, um die ,,philosophisch interessierten Wissenschaftler zum weiteren 
Nachdenken tiber die Grundlagen ihrer Sondergebiete anzuregen‘. : 

Der Inhalt des Buches gliedert sich in sieben Abschnitte, in denen Sinn und Wesen der wissen- 
schaftlichen Erkenntnis, die Psychologie der Erkenntnisvorgiinge, die logischen Grundlagen der 
wissenschaftlichen Erkenntnis, die Arbeitsmethoden der Wissenschaft, die Grundprobleme. der 
Erkenntnistheorie, naturphilosophische Grenzfragen und eine: Betrachtung der Geisteswissen- - 
schaften behandelt werden. Jedem Abschnitt ist ein Literaturverzeichnis angeftiigt, das eine 
weitere Vertiefung in die Probleme ermoéglicht. i a 

Dem Verfasser ist es durchaus gelungen, seine antipositivistische Einstellung durch Zitate ! 
moderner und klassischer Autoren zu erharten und darzulegen, daB die ,,unendliche Aufgabe, 
die dem Menschen und seinem trafiszendenten Wissensdrang gestellt ist, auf der Erkenntnis 
des Seienden beruht‘. Peis i 

Im gesamten stellt das Buch einen tiefgriindigen Beitrag dar, ,,der Wissenschaft jene Stellung 
in unserem Wertesystem wiederzugeben, welche ihr, als der héchsten Leistung der menschlichen 
Vernunft, gebiihrt“’ und kann daher auf das beste empfohlen werden. F. Kracmar, Wien. 


Herausgeber und Eigentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt verantwortlich: Prof. ‘Dr. Frags 
Magyar und Prof. Dr. Karl Wolf, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13..— Druck: Manzsche Buchdruckerei: 
Wien IX, Lustkandlgasse 52, — 101/47/10/805. ; 
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Allgemeine Methodenlehre der Statistik. in Lehrbuch fir alle 
wissenschaftlichen Hochschulen. Von Prof. Dr. F. Klezl-Norberg, Wien. Zweite, er- 
 ginzte Auflage. Mit 14 Abbildungen. XVI, 279 Seiten. 1946. In Osterreich § 27.— 
Im Ausland sfr. 24.— 


Wirtschaftsstatistik in Theorie und Praxis. von Prof. Dr. F. Klezl- 
Norberg, Wien. XVI, 340 Seiten. 1947. In Osterreich S 44.— 
Im Ausland sfr. 24.— 


Voraussetzungen der Vollbescha iffigung. Von Priv.-Doz. Dr. K. Gruber, 
Wien. III, 89 Seiten. 1946. In Osterreich S 10.80 
Im Ausland sfr. 6.— 


Die Rentabilitat industrieller Anschaffungen. fehiinvestitionen, ihre 
Ursachen und ihre Verhiitung. Von Oberbaurat Ing. M. Gerbel, Wien. Mit 23 Abbil- 
dungen. X, 231 Seiten. 1947. In Osterreich S 42.— 

Im Ausland sfr. 20.— 


Die Bodenschiatze Osterreichs und ihre wirtschaftliche Be- 


deutung. Von Prof. Dr. B. Granigg, Graz. VII, 132 Seiten. 1947. In Osterreich S 36.— 
Im Ausland sfr. 18.— 


f 


Die Volkswirtschaft Osterreichs und ihr Wiederaufbau. von 
Dr. C. Hudeezek, Wien. VII, 229 Seiten. 1946. In Osterreich S 30.— 
Im Ausland sfr. 20.— 


Osterreichische Zeitschrift fiir Nationalékonomie. Herausgegeben 
von Prof. Dr. H. Mayer, Wien, und Prof. Dr. A. Mahr, Wien. Fortsetzung der _ ,,Zeit- 
schrift fiir Nationaldkonomie“. Die Zeitschrift erscheint zwanglos nach MaBgabe des 
einlaufenden Materials in einzeln berechneten Heften wechselnden Umfanges, die zu 
Banden von etwa 400 Seiten vereinigt werden. Jahrlich erscheint etwa 1 Band. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Spee Ge one VOM Re DA) GNU OW TRON 


Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band Il, Heft 2 ; 


Die 


Verbrennungskraftmaschine 
Herausgegeben von 


Prof. Dr. Hans List, Graz. 


Erscheint in 16 Banden, die in sich abgeschlossen und einzeln kauflich sind. 


Band 8, Teil 2: 
Band 9: 


Band 12: 


Band 1, Teil 1: 
Band 4, Teil 1: 


Band 10: 


Soeben sind erschienen: | 


Die Dynamik der Verbrennungskraftmaschine. Von Prof. Dr. -Ing. H. Schrén, 
Miinchen. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 187 Abbildungen. VIII, 201 Seiten. 
In Osterreich S 72.—, im Ausland sfr. 36.— 
Die Steuerung der Valbronnengal ott aselny an: Von. Prof. Dr. techn. Ing. 
A. Pischinger, Graz. Mit 269 Abbildungen. VII, 240 Seiten. 1948. 
In Osterreich § 120.—, im Ausland sfr. 60.— 
Ortsfeste und Schiffsdieselmaschinen. Von Ob.-Ing. F. Mayr, Augsburg. Zweite, 
unverinderte Auflage. Mit 318 Abbildungen. VIII, 330 Seiten. 
i In Osterreich § 128.—. im Ausland sfr. 64.— 


Im Sommer und Herbst 1948 erscheinen: 
Betriebsstoffe. Von Priv.-Doz. Dr. A. Philippovich, Wien. Zweite, neube- 
arbeitete Auflage. Mit 80 Abbildungen. Etwa 160 Seiten. ; 


Ladungswechsel. Allgemeine Grundlagen, Berechnung der Str6mungsvorgange. Von 
Prof. Dr. H. List, Graz, und Dr. G. Reyl, Graz. Mit 130 Abbildungen. Etwa 200 Seiten. 


Das Triebwerk schnellaufender Verbrennungskraftmaschinen. Von Ob.-Ing. 
H. Kremser, Graz. Zweite, neubearbeitete Auflage. 


In Vorbereitung peraes sich und werden im Laufe der Jahre 1948 und 1949 erscheinen, so dap das 


Band 1, Teil 2: 
Band 2, Teil 1: 


Band 2, Teil 2: 
Band 3: 


Band 4, Teil 2: 


Band 5: 

Band 6: 

Band 7: 

Band 8, Teil 1: 
Band 11: 


Band 13: 
Band 14: 


Band 15: 


Band 16: 


Werk dann vollstandig vorliegt : 
Gaserzeuger (Generatoren, Fahrzeuggeneratoren). Von Prof. Dr. H. abs: Graz, 
und Ob.-Ing. K. Schmidt, Kéln-Deutz. Zweite Auflage. 


Thermodynamik und Verlustteilung der Kolbenverironnetigiirattaeenchiae Von 
Prof. Dr. H. List, Graz. Zweite Auflage. ~ \ 


Thermodynamik der Gasturbine. Von Prof. Dr. H. List und Dr. 0. Horcehatanet Graz. 
Warmeiibergang. Von Prof. Dr. H. List, Graz, und Prof. Dr. A. Pischinger, Graz. 
Ladungswechsel. Zweitakt und Viertakt. Von Prof. Dr. H. List, Graz. 


Die Gasmaschine. Zweite Auflage, ganzlich neu bearbeitet von Dr. M. ie 
Koln-Deutz. 

Gemischbildung im Verbrennungsmotor. Von Prof. Dr.-Ing. L. Richter, Wien, u. a. 
Gemischbildung im Dieselmotor. Von Prof. Dr. A. Pischinger, Graz. Zweite Auflage. 
Konstruktive Grundlagen der Verbrennungskraftmaschine. Lager und Schmierung. 
Von Dr. A. Klemencie, Graz. Werkstoff und Festigkeit. Von Dr. A. Slattensehek, Graz. 
Der Aufbau schnellaufender Verbrennungskraftmaschinen fiir Kraftfahrzeuge und 
Triebwagen. Von Ob.-Ing. H. Kremser, Graz. Zweite, neubearbeitete Auflage. 
Flugmotoren. 

Betriebszahlen, Verschleif und Wirtschaftlichkeit der Verbrennungskraftmaschine. 
Von Dr.-Ing. C. Englisch, Neckarsulm. Zweite, neubearbeitete u. erginzte Auflage. 
Hilfsmaschinen der Verbrennungskraftmaschine mit besonderer Berticksichtigung 
der Strémungsmaschinen (Abgasturbinen, Gebliise usw.). Von Prof. Dr.-Ing. 
E. Niedermayer, Graz. 

Die Gasturbine. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 
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